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超精细结构 A、B系数：E = A𝑰 ∙ 𝑱 + B
3(𝑰∙𝑱)2+

3

2
(𝑰∙𝑱)−𝐼(𝐼+1)𝐽(𝐽+1)

2𝐼(2𝐼−1)𝐽(2𝐽−1)
 

Pauli 矩阵性质：𝜎𝑖
2 = 𝐼，{𝜎𝑖  , 𝜎𝑗} = 0 (i≠j) 

氢原子 n=1，2 态波函数 

径向 𝑅10 = 2(1/𝑎0)
3

2𝑒−𝑟/𝑎0 𝑅21 =
2

√3
(1/2𝑎0)

3

2(𝑟/2𝑎0)𝑒−𝑟/2𝑎0 

这里，a0 为玻尔半径 

角向 𝑌0,0 =
1

√4𝜋
  𝑌1,±1 = ∓√

3

8𝜋
sin𝜃𝑒±𝑖𝜙 

Breit-Rabi 公式（忽略核磁矩）：𝐸𝐹=𝐼±1/2 = −
Δ𝐸ℎ𝑓𝑠

2(2𝐼+1)
±

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠

2
(1 +

4𝑚𝑥

2𝐼+1
+ 𝑥2)

1

2
，这

里，𝑥 =
𝑔𝐽𝜇𝐵𝐵

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
. 

 

Rb 原子参数： 
85Rb 核自旋 I=5/2，87Rb 核自旋 I=3/2， 
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图 1 CG 系数表 

  



 

1. （5 分）(a) 氢原子 2P 态分裂成 2P3/2 和 2P1/2 态的主要物理机制是什么？  

（6 分）(b) 氢原子 2P1/2 态能级分裂为 F=1 和 F=0 两个态的主要物理机制是什

么？ 

（8 分）（c）对氢原子 2P 态，超精细分裂的 A 系数正比于
𝐿(𝐿+1)

𝐽(𝐽+1)
〈

1

𝑟3
〉，这里，L 和

J 分别为电子的轨道角动量和总角动量。求氢原子 2P3/2 超精细分裂和 2P1/2 态超精

细分裂的比值是多少？ 

 
（a） 氢原子 2P 态分裂成 2P3/2 和 2P1/2 态是精细分裂，它产生的主要物理机制

是自旋-轨道耦合（或者核绕电子相对运动产生的磁场与电子角动量的耦合）。 

 

（b）氢原子 1S1/2 态分裂成 F=1 和 F=0 态是超精细分裂，它产生的主要物理机制

是氢原子核自旋的磁偶极与电子自旋的磁偶极之间的偶极-偶极相互作用（3 分）

以及电子绕核自旋运动产生的磁场与核自旋的耦合（3 分） 

 

（c）由题干可得，2P3/2 与 2P1/2 的 A 系数比值为 A3/2/A1/2=1/5 （2 分） 

由超精细作用的能级表达式为E = AI ∙ J =
𝐴

2
[𝐹(𝐹 + 1) − 𝐼(𝐼 + 1) − 𝐽(𝐽 + 1)]， 

所以，超精细分裂为：∆E =
𝐴

2
[𝐹(𝐹 + 1) − 𝐹′(𝐹′ + 1)] 

对 2P1/2, F=1, F’=0, 有：∆E1/2 = 𝐴1/2 (2 分) 

对 2P3/2, F=2, F’=1, 有：∆E3/2 = 2𝐴3/2 （2 分） 

从而有
∆E3/2

∆E1/2
=

2

5
 （2 分）



2. （9 分） (a) 请利用 CG 系数表将87Rb 耦合表象下的三个态 |5𝑃3/2 𝐹 =

1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 、 |5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 0⟩ 与 |5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 分别展开为非耦

合表象下的态（|J, mJ, I, mI>）组合。 

（8 分）请计算87Rb |5𝑃3/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 自发辐射到 |5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 0⟩ 与 

|5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩的几率比 

解： 

（a）根据 CG 系数表，有： 

|5𝑃3/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ = √
3

10
|𝐽 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 3 2⁄ ,  𝐼 = 3 2⁄ , 𝑚𝐼 = − 1 2⁄ ⟩ −

√
2

5
|𝐽 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 1 2⁄ ,  𝐼 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐼 = 1 2⁄ ⟩ + √

3

10
|𝐽 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐽 = − 1 2⁄ ,  𝐼 =

3 2⁄ ,  𝑚𝐼 = 3 2⁄ ⟩ （3 分） 

 

|5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 0⟩ = −√
1

2
|𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 1 2⁄ ,  𝐼 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐼 = − 1 2⁄ ⟩ +

√
1

2
|𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 = − 1 2⁄ ,  𝐼 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐼 = 1 2⁄ ⟩ （3 分） 

 

|5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ = −
1

2
|𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 1 2⁄ ,  𝐼 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐼 = 1 2⁄ ⟩ +

√3

2
|𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 = − 1 2⁄ ,  𝐼 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐼 = 3 2⁄ ⟩ （3 分） 

 

(b) |5𝑃3/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 到 |5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 0⟩ 的跃迁为 𝜎− 跃迁，跃迁矩

阵元为： 

⟨5𝑆1/2 𝐹 = 1, 𝑚𝐹 = 0|𝑇̂−1
1 |5𝑃3/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 

= −√
3

20
⟨𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 1 2⁄ |𝑇̂−1

1 |𝐽 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 3 2⁄ ⟩ − √
1

5
⟨𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 =

− 1 2⁄ |𝑇̂−1
1 |𝐽 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 1 2⁄ ⟩ = −√

5

24
 𝐶 (3 分) 

|5𝑃3/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 到 |5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 的跃迁为 𝜋 跃迁，跃迁矩阵元

为： 

⟨5𝑆1/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1|𝑇̂0
1|5𝑃3/2 𝐹 = 1,  𝑚𝐹 = 1⟩ 



= √
1

10
⟨𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 1 2⁄ |𝑇̂0

1|𝐽 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐽 = 1 2⁄ ⟩ +
3

2
√

1

10
⟨𝐽 = 1 2⁄ ,  𝑚𝐽 =

− 1 2⁄ |𝑇̂0
1|𝐽 = 3 2⁄ ,  𝑚𝐽 = − 1 2⁄ ⟩ = −√

5

24
 𝐶 （3 分） 

所以，两者的跃迁几率正比于矩阵元的模平方，均为 
5

24
|𝐶|2，跃迁几率比值为： 

𝑊(𝑚𝐹 = 1 → 𝑚𝐹 = 0): 𝑊(𝑚𝐹 = 1 → 𝑚𝐹 = 1) = 1: 1  （2 分） 

 

  



3. （5 分）（a）考虑一振荡电场 E = 𝜀̂𝐸0cos(𝜔𝑡) 与一团原子相互作用，结合二

能级系统，简要解释旋转波近似。 

（5 分）（b）请举一例，在什么情况下旋转波近似不再适用。 

解： 

（a） 电场的振荡项 cos(𝜔𝑡) 可以写成 

cos(𝜔𝑡) =
1

2
(𝑒−𝑖𝜔𝑡 + 𝑒 𝑖𝜔𝑡) 

其中第一项代表原子吸收光子到更高能级态，第二项代表原子放出光子到更低的

态。因此，在二能级系统的演化方程中，涉及到从高能级到低能级的跃迁，只保留

电场中的 𝑒 𝑖𝜔𝑡 项；反之，只保留电场中的 𝑒−𝑖𝜔𝑡 项。（类似意思都可以算正

确，如保留振荡频率较小的项，舍去快速振荡项等）（5 分） 

（b）比如：在远失谐的偶极阱中，因为在旋转波近似中舍去的项与保留的项大小

可比，在计算阱深的时候不能做旋转波近似。 （5 分） 

  



4. （8 分） (a) 在偶极跃迁条件下，87Rb |5𝑆1/2 𝐹 = 2,  𝑚𝐹 = 1> 可以激发到 

5𝑃3/2 上的哪些态？ 

（4 分）(b) 87Rb 磁光阱（MOT）中冷却光的偏振与波长应作什么要求？ 

（4 分）(c) 对 87Rb 的基态进行光抽运，一般会将抽运光放在哪个跃迁波长？

为什么？ 

解： 

(a) 在偶极跃迁情况下，87Rb 5𝑆1/2 𝐹 = 2,  𝑚𝐹 = 1 可以激发到 5𝑃3/2  上的以下

态： 

|𝐹′ = 1,  𝑚𝐹 = 0, 1⟩, |𝐹′ = 2,  𝑚𝐹 = 0,1,2⟩, |𝐹′ = 3,  𝑚𝐹 = 0, 1,2⟩ | 

（写对一个态给一分，写错扣一分，最低分为 0 分） 

(b) 冷却光偏振为圆偏振光（𝜎+ 或 𝜎−，两者均可）。（2 分） 

波长在较 

|5𝑆1/2,  𝐹 = 2,  𝑚𝐹 = 2⟩ →|5𝑃3/2,  𝐹 = 3, 𝑚𝐹 = 3⟩（|5𝑆1/2,  𝐹 = 2,  𝑚𝐹 =

−2⟩ →|5𝑃3/2,  𝐹 = 3,  𝑚𝐹 = −3⟩也可以） 

跃迁红失谐 3𝛤 左右。（2 分，写出红失谐就可以给 2 分） 

(c) 一般激光波长会选择与 87Rb |5S1/2, F=2>到|5P1/2, F=2> 跃迁共振（2 分） 

因为这个跃迁存在暗态|5S1/2, F=2, mF=2> （或者|5S1/2, F=2, mF=-2>）（2 分） 

 



5. 在忽略核磁矩的情况下，考虑下面问题： 

（6 分）（a）请解释 87Rb 原子|5S1/2, F=2, mF=2>态是否有非线性塞曼效应？ 

（4 分）（b）请解释 87Rb 原子基态的哪两个态之间的跃迁是可以被磁偶极跃迁驱

动的钟跃迁? 

（8 分）（c）在塞曼效应远小于超精细效应情况下，设（b）问题提到的中 87Rb

原子基态间钟跃迁能量中的二阶塞曼效应因子(B2 的系数)前为 c1；87Rb |5S1/2, 

F=1, mF=-1>到|5S1/2, F=2, mF=1>跃迁能量中二阶塞曼效应因子为 c2。用超精细分

裂 Ehfs 和玻尔磁矩B 来表示这两个系数。 

 

（a）87Rb 原子|5S1/2, F=2, mF=2>没有非线性塞曼效应（2 分） 

因为非线性赛曼效应来自于赛曼效应将不同 F ，但相同 mF态耦合产生的。但基态

mF=2 的只有|5S1/2, F=2, mF=2>，没有其他态可以通过塞曼效应与之耦合，所以它

没有非线性塞曼效应。（4 分） 

 

（b）87Rb 原子的|5S1/2, F=2, mF=0>与|5S1/2, F=1, mF=0>之间的跃迁是钟跃迁（2

分） 

因为这个跃迁的一阶塞曼效应为零（跃迁频率对磁场大小一阶无关）。（2 分） 

 

（c）根据卷首给出的 Breit-Rabi 公式，有： 

𝐸𝐹,𝑚1 − 𝐸𝐹′,𝑚2 =
∆𝐸ℎ𝑓𝑠

2
(1 +

4𝑚1𝑥

2𝐼 + 1
+ 𝑥2)

1
2

+
∆𝐸ℎ𝑓𝑠

2
(1 +

4𝑚2𝑥

2𝐼 + 1
+ 𝑥2)

1
2
 

= ∆𝐸ℎ𝑓𝑠 + ∆𝐸ℎ𝑓𝑠

(𝑚1 + 𝑚2)𝑥

2𝐼 + 1
+

∆𝐸ℎ𝑓𝑠𝑥2

2
− ∆𝐸ℎ𝑓𝑠

𝑚1
2 + 𝑚2

2

(2𝐼 + 1)2
𝑥 2 

= ∆𝐸ℎ𝑓𝑠 +
(𝑚1+𝑚2)

2𝐼+1
𝑔𝑠𝜇𝐵𝐵 + [1 − 2

𝑚1
2+𝑚2

2

(2𝐼+1)2]
(𝑔𝑠𝜇𝐵𝐵)2

2∆𝐸ℎ𝑓𝑠
 （4 分） 

对钟跃迁，有：𝑐1 = 2
𝜇𝐵

2

∆𝐸ℎ𝑓𝑠
 （2 分） 

对|5S1/2, F=1, mF=-1>到|5S1/2, F=2, mF=1>跃迁：𝑐2 =
3

2

𝜇𝐵
2

∆𝐸ℎ𝑓𝑠
 （2 分） 

  



6. (10 分) 在不考虑电子和核自旋时，氢原子的态可以用|n,L,mL>表示，这里 L 是

轨道量子数。设系统量化轴为 z 轴，根据试卷首页的氢原子波函数表示形式，计算

<n=1,L=0, mL=0|x|n=2, L=1, mL=1>。 

 
 

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑 = −𝑟√
2𝜋

3
(𝑌11 − 𝑌1−1) = −𝑟√

2𝜋

3
(𝑌11

∗ − 𝑌1−1
∗ ) （3 分） 

 

< n = 1, L = 0, m𝐿 = 0|x|n = 2, L = 1, m𝐿 = 1 >= ∭ 𝑅10
∗ 𝑌00

∗ 𝑥𝑅21𝑌11𝑟2𝑑𝑟𝑑Ω 

= −
1

√6
∫ 𝑅10

∗ 𝑅21𝑟3𝑑𝑟
∞

0

∫(𝑌11
∗ − 𝑌1−1

∗ )𝑌11𝑑Ω 

= −
1

√6
∫ 𝑅10

∗ 𝑅21𝑟3𝑑𝑟
∞

0
= −

1

6𝑎0
4 ∫ 𝑟4𝑒

−
3𝑟

2𝑎0 𝑑𝑟
∞

0
 （4 分） 

利用𝐿𝑛 = ∫ 𝑟𝑛∞

0
𝑒−𝑟𝑑𝑟 = 𝑛𝐿𝑛−1 = n!可得： 

< n = 1, L = 0, m𝐿 = 0|x|n = 2, L = 1, m𝐿 = 1 >= −
24𝑎0

36 ∫ 𝑟4𝑒−𝑟𝑑𝑟
∞

0
= −

128𝑎0

243
 （3

分） 

  



7. （10 分）对于自旋 1/2 系统，其希尔伯特空间是 2 维的。在这个空间中，任何 

2×2 的厄米矩阵都可以用四个线性独立的基展开。最方便的基是单位矩阵𝐼和三

个泡利矩阵。这样，可以表示为：𝜌 = 𝑎𝐼 + 𝒃 ∙ 𝝈。a 和 b=(bx, by, bz)是待定的实

系数。请证明，自旋 1/2 系统的密度矩阵可以表示为：𝜌 = 𝐼/2 + 2〈𝑺〉 ∙ 𝑺，这里 S

是自旋算符，〈𝑺〉是自旋的期望值。 

 

根据密度矩阵的归一化性质，有： 

Tr(𝜌) = aTr(𝐼) + 𝒃 ∙ 𝑇𝑟(𝝈) = 1 （3 分） 

根据泡利矩阵的性质 Tr(i)=0，Tr(𝐼) = 2 （2 分） 

有 a=1/2。 

 

根据算符期望值的定义有： 

〈𝑺〉 = 𝑇𝑟(𝜌𝑺) = 𝑎 𝑇𝑟(𝑺) + 𝑇𝑟[(∑ 𝑏𝑖𝜎𝑖𝑖 )𝑺] （2 分） 

考虑𝐒 =
ℏ

2
𝝈，有：𝑇𝑟(𝑺) = 0.另根据 Pauli 矩阵性质𝜎𝑖

2 = 𝐼，{𝜎𝑖  , 𝜎𝑗} = 0 (i≠j)，

有： 

 𝑇𝑟[(∑ 𝑏𝑖𝜎𝑖𝑖 )𝑆𝑗] = 〈𝑆𝑗〉 = ∑ 𝑏𝑖𝑖 𝑇𝑟(𝜎𝑖𝑆𝑗) =
ℏ

2
∑ 𝑏𝑖𝑖 𝑇𝑟(𝜎𝑖𝜎𝑗) =

ℏ

2
𝑏𝑗𝑇𝑟(𝐼) = ℏ𝑏𝑗  （3

分） 

所以，𝑏𝑗 = 〈𝑆𝑗〉/ℏ，从而有𝒃 = 〈𝑺〉/ℏ 

 

代入原表达式有：𝜌 = 𝑎𝐼 + 𝒃 ∙ 𝝈 =
𝐼

2
+

〈𝑺〉

ℏ
∙ 𝝈 =

𝐼

2
+

2

ℏ2
〈𝑺〉 ∙ 𝑺 


