
中国科学技术大学 2026 年 6 月 23 日 14:30-16:30

2026春天体力学与天体测量基础期末考试
注意事项：

1. 本次考试为开卷考试.

解答题

1. 如图所示，天球坐标系 {𝑃 ,𝑄} 的定点 𝑃 在固定坐标系 {𝑝, 𝑞} 中的经纬度为：

⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑃 = 𝑡,
𝑏𝑃 = 𝜋

3 .

其中 𝑡 为时间.

（1）求任意无旋天球坐标系 {𝑃 ,𝑄} 中经度零点 𝑄 在坐标 {𝑝, 𝑞} 中的经纬度；(10 分)
（2）写出从 {𝑝, 𝑞} 到 {𝑃 ,𝑄} 的坐标变换. (10 分)
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2. 已知四维时空 (𝑐𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 中度规为：

𝑔00 = −1 + 2𝑤
𝑐2 , 𝑔0𝑖 = 0, 𝑔𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (1 +

2𝑤
𝑐2 ) .

其中 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3，𝛿𝑖𝑗 =
⎧{
⎨{⎩

1, 𝑖 = 𝑗,
0, 𝑖 ≠ 𝑗.

，𝑤 = − 𝐺𝑀
√(𝑥2)2 + (𝑥2)2 + (𝑥3)2

. 已知某个时钟在

0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1 的时间段内坐标为：

𝑥1 = 𝐺𝑀
𝛼 cos 𝑡, 𝑥2 = 𝐺𝑀

𝛼 sin 𝑡, 𝑥3 = 0.

其中 𝛼 > 0 是一个量纲为 [𝐺𝑀
𝐿 ] 的常数. 已知时钟在 𝑡 = 0 时读数为 0，求时钟在 𝑡 = 1

时的读数. (10 分)
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3. 已知在球坐标 (𝑐𝑡, 𝑟, 𝛼, 𝛿) 下球对称史瓦西时空线元为：

d𝑠2 = −(1 − 2𝐺𝑀
𝑟𝑐2 )d𝑐2𝑡2 + (1 − 2𝐺𝑀

𝑟𝑐2 )
−1

d𝑟2 + 𝑟2(cos 𝛿2d𝛼2 + d𝛿2).

（1）写出史瓦西度规 𝑔𝜇𝜈 的矩阵形式 (𝑔𝑎𝑏)；(5 分)

（2）根据度规 𝑔𝜇𝜈 和 𝑔𝜇𝜈 的关系，写出 𝑔𝜇𝜈 的矩阵形式 (𝑔𝑎𝑏)；(5 分)

（3）计算克里斯朵夫符号 Γ2
𝜇𝜈，其中 𝜇, 𝜈 = 0, 1, 2, 3. (10 分)
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4. 𝑁 体系统 {𝑚𝑖}𝑁𝑖=1 在位形空间中的分布可以由之心坐标系中的位矢 { ⃗𝜉𝑖}𝑁𝑖=1 描述，系统关

于质心的惯量矩 𝐽 和力函数 𝑉 分别为：

𝐽 = 1
𝑀 ∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑁
𝑚𝑖𝑚𝑗𝜌𝑖𝑗, 𝑉 = ∑

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑁

𝑚𝑖𝑚𝑗
𝜌𝑖𝑗

.

其中 𝑀 =
𝑁
∑
𝑖=1

𝑚𝑖，𝜌𝑖𝑗 = | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑥𝑖𝑖 − ⃗𝜉𝑗|. 试根据中心构型是函数 𝐽𝑉 2 的驻点这一条件，解出所

有的 𝑁 = 4-体系统的 3 维中心构型. (10 分)
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5. 如图，考虑一个平面圆型限制性三体问题，选取合适的坐标系对物理量进行无量纲化，其

中两体质量分别为 𝑚1 = 1 − 𝜇，𝑚2 = 𝜇 ∈ (0, 12]，此处不失一般性地假设 𝑚1 > 𝑚2，有

限体绕转运动周期为 2𝜋. 已知有限体的拉格朗日方程为：

⎧{
⎨{⎩

̈𝜉 − 2 ̇𝜂 = 𝜉 − (1 − 𝜇)(𝜉 + 𝜇)
𝑟31

− 𝜇(𝜉 − 1 + 𝜇)
𝑟32

,

̈𝜂 − 2 ̇𝜉 = 𝜂 − (1 − 𝜇)𝜂
𝑟31

− 𝜇𝜂
𝑟32

.

（1）试证明有限体存在雅可比积分 (10 分) ：

̇𝜉2 + ̇𝜂2
2 − (𝜉2 + 𝜂2

2 + 1 − 𝜇
𝑟1

+ 𝜇
𝑟2

) = −𝐶.

（2）对于 𝜇 = 1
2，存在稳定平衡点 𝜉 = 𝜂 = 0，计算运动积分常数 𝐶 的值；(5 分)

（3）对于 𝜇 = 1
2，存在稳定平衡点 𝜉 = 0, 𝜂 =

√
3
2 ，求 𝐶 的值. (5 分)
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6. 对于延展体，在球坐标 (𝑟, 𝜆, 𝜑) 下，距离其质心 𝑟 处的引力势可以写为：

𝑈(𝑟, 𝜆, 𝜑) = −𝐺𝑀
𝑟

+∞
∑
𝑛=0

(𝑅
𝑟 )

𝑛 𝑛
∑
𝑚=0

𝑃𝑛𝑚(sin𝜑)(𝐶𝑛𝑚 cos𝑚𝜆+ 𝑆𝑛𝑚 sin𝑚𝜆).

其中 𝑀,𝑅 为延展体的质量和特征半径，𝑃𝑛(𝑎) =
1

(2𝑛)!!
d𝑛
d𝑎𝑛 (𝑎

2 − 1)𝑛 为 𝑎 的 𝑛 次勒让德

多项式，𝑃𝑛𝑚(𝑎) = (1 − 𝑎2)𝑚
2

d𝑚
d𝑎𝑚𝑃𝑛(𝑎) 为 𝑎 的 𝑛 次 𝑚 阶连带勒让德多项式.

（1）写出带谐项系数和田谐项系数的下标满足的条件；(4 分)
（2）已知 𝐶00 = 1，计算 𝑛 = 0 阶的引力势 𝑈(𝑟, 𝜆, 𝜑)，并写出引力势满足的所有对称

性；(4 分)
（3）假设 𝐶2𝑚 和 𝑆2𝑚 均为已知常数，计算在直角坐标中 𝑃 点的引力势 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) 的

𝑛 = 2 阶项. (12 分)
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