
中国科学技术大学 2025 年 5 月 9 日 9:45 - 11:55

2025春广义相对论与宇宙学期中考试
注意事项：

1. 写出必要的计算过程，本次考试共 5 题，总分 100 分；

2. 参考公式：

• Christoffel 符号：𝛤𝜆
𝜇𝜈 = 𝑔𝜆𝜌

2 (∂𝜇𝑔𝜌𝜈 + ∂𝜈𝑔𝜇𝜌 − ∂𝜌𝑔𝜇𝜈).

• Riemann 曲率张量：𝑅𝜌
𝜎𝜇𝜈 = ∂𝜇𝛤 𝜌

𝜈𝜎 − ∂𝜈𝛤 𝜌
𝜇𝜎 + 𝛤𝜆

𝜈𝜎𝛤 𝜌
𝜇𝜆 − 𝛤𝜆

𝜇𝜎𝛤 𝜌
𝜈𝜆.

• Ricci 张量：𝑅𝜎𝜈 = 𝑅𝜌
𝜇𝜌𝜈 = ∂𝜌𝛤 𝜌

𝜈𝜇 − ∂𝜈𝛤 𝜌
𝜌𝜇 + 𝛤𝜎

𝜈𝜇𝛤 𝜌
𝜌𝜎 − 𝛤𝜎

𝜌𝜇𝛤 𝜌
𝜈𝜎；

Ricci 标量：𝑅 = 𝑅𝜇𝜈𝑔𝜇𝜈.

• 张量的联络：∇𝜌𝑇
𝜇1⋯𝜇𝑝

𝜈1⋯𝜈𝑝 = ∂𝜌𝑇
𝜇1⋯𝜇𝑝

𝜈1⋯𝜈𝑝+𝛤𝜇1
𝜌𝜆𝑇

𝜆⋯𝜇𝑝
𝜈1⋯𝜈𝑝+⋯−𝛤𝜆

𝜌𝜈1
𝑇 𝜇1⋯𝜇𝑝

𝜆⋯𝜈𝑝
−

⋯

• 爱因斯坦场方程：𝐺𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 −
1
2𝑅𝑔𝜇𝜈 = 8𝜋𝐺𝑇𝜇𝜈.

• 能-动量张量：𝑇𝜇𝜈 = − 2√−𝑔
𝛿𝑆𝑀
𝛿𝑔𝜇𝜈 .

• Killing矢量场定义及性质：∇𝜇𝐾𝜈+∇𝜈𝐾𝜇 = 0, ∇𝜌∇𝜌𝐾𝜇 = −𝑅 𝜎
𝜇 𝐾𝜎, ∇𝜇∇𝜌𝐾𝜇 = 𝑅𝜇𝜌𝐾𝜇,

𝐾𝜇∇𝜇𝑅 = 0.

• 可能用到的结果：𝛿√−𝑔 = −
√−𝑔
2 𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈, 𝛤 𝜌

𝜌𝜇 = 1√−𝑔∂𝜇
√−𝑔.

解答题

1. 牛顿力学的引力势为

𝛷(𝑟) = −𝐺𝑀
𝑟 .

试论证通过坐标变换 𝑥′𝑖 = 𝑥′𝑖(𝑥𝑗, 𝑡), 𝑡′ = 𝑡 能否消除引力效应？（不考虑 𝑟 = 0 点）
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2. 已知标量场拉氏密度：

ℒ𝜙 = −1
2𝑔

𝜇𝜈∇𝜇𝜙∇𝜈𝜙 − 𝑉 (𝜙).

（1）求标量场的能-动量张量 𝑇𝜇𝜈，及其迹 𝑇 = 𝑔𝜇𝜈𝑇𝜇𝜈；

（2）若标量场可视为理想流体 𝑇𝜇𝜈 = 𝑝𝑔𝜇𝜈+(𝑝+𝜌)𝑢𝜇𝑢𝜈，4-速度已经归一化 𝑢𝜇𝑢𝜇 = −1，
对比 (1) 的结果，分别写出标量场能量密度 𝜌 、压强 𝑝 和速度 𝑢𝜇.

3. 我们可以将 Killing 矢量场与电磁场做类比，对 Killing 矢量 𝐾𝜇，构造张量 𝐹𝜇𝜈 = ∇𝜇𝐾𝜈 −
∇𝜈𝐾𝜇。试证明张量 𝐹𝜇𝜈 满足方程 ∇𝜇𝐹 𝜈𝜇 = 𝐽𝜈，并写出源 𝐽𝜈 与能-动量张量的关系，并
论证其是否满足守恒条件 ∇𝜈𝐽𝜈 = 0.
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4. 写出下列方程在共形变换 ̃𝑔𝜇𝜈 = 𝜔2(𝑥)𝑔𝜇𝜈 后的形式：

（1）标量场：□𝜙 = 0；
（2）自由 Maxwell 方程：∇𝜇𝐹𝜇𝜈 = 0; ∇[𝜌𝐹𝜇𝜈] = 0.

5. 人们曾用如下形式来表示引力场的作用量：

𝑆 = 1
16𝜋𝐺 ∫d4𝑥√−𝑔𝑔𝜇𝜈(−𝛤𝜎

𝜈𝜇𝛤 𝜌
𝜌𝜎 + 𝛤𝜎

𝜌𝜇𝛤 𝜌
𝜈𝜎).

试论证其是否与 Einstein-Hilbert 作用量 𝑆𝐻 = 1
16𝜋𝐺 ∫d4𝑥√−𝑔𝑅 等价？

（提示：作用量等价表示其只有表面项不同；可以利用度规相容性 ∇𝜌𝑔𝜇𝜈 = 0 处理 ∂𝜌𝑔𝜇𝜈.）
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