
中国科学技术大学 2025 年 6 月 24 日 15:00 - 17:00

2025春广义相对论与宇宙学期末考试
注意事项：

1. 写出必要的计算过程，本次考试共 5 题，总分 100 分；

2. 参考公式：

• Christoffel 符号：𝛤𝜆
𝜇𝜈 = 𝑔𝜆𝜌

2 (∂𝜇𝑔𝜌𝜈 + ∂𝜈𝑔𝜇𝜌 − ∂𝜌𝑔𝜇𝜈).

• 协变微分：∇𝜇𝑌 𝜈 = ∂𝜇𝑌 𝜈 + 𝛤 𝜈
𝜇𝜆𝑌 𝜆, ∇𝜇𝜔𝜈 = ∂𝜇𝜔𝜈 − 𝛤𝜆

𝜇𝜈𝜔𝜆

• 测地线方程：𝑑2𝑥𝜇

𝑑𝜏2 + 𝛤𝜇
𝜈𝜌

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜏
𝑑𝑥𝜌

𝑑𝜏 = 0

• Schwarzschild 度规：d𝑠2 = −(1 − 2𝐺𝑀
𝑟 )d𝑡2 + (1 − 2𝐺𝑀

𝑟 )
−1

d𝑟2 + 𝑟2dΩ2
2

• 静态时空的 de Sitter 度规：d𝑠2 = −(1 − 𝑟2
𝑅2)d𝑡2 +(1 − 𝑟2

𝑅2)
−1

d𝑟2 + 𝑟2dΩ2
2

• Reissner - Nordström度规：d𝑠2 = −(1 − 2𝐺𝑀
𝑟 + 𝑄2 + 𝑃 2

𝑟2 )d𝑡2+(1 − 2𝐺𝑀
𝑟 + 𝑄2 + 𝑃 2

𝑟2 )
−1

d𝑟2+

𝑟2dΩ2
2

• 亚极端 (𝐺𝑀2 > 𝑄2 + 𝑃 2) 下的 Reissner - Nordström 黑洞的事件视界：𝑟± = 𝐺𝑀 ±
√(𝐺𝑀)2 −𝐺(𝑄2 + 𝑃 2)

• 弯曲宇宙的 FRW 度规：𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡) [ 𝑑𝑟2
1 − 𝜅𝑟2 + 𝑟2𝑑𝛺2]

• Friedman 方程：𝐻2 + 𝜅
𝑎2 = 8𝜋𝐺

3 𝜌；

• 物质组分占比：Ω𝑖 =
𝜌𝑖
𝜌cr

= 8𝜋𝐺
3𝐻2 𝜌𝑖，其中 𝜌cr =

3𝐻2

8𝜋𝐺；

• 时空弯曲等效能量密度：𝜌𝜅 = − 3𝜅
8𝜋𝐺𝑎2，时空弯曲组分：Ω𝜅 = − 𝜅

𝑎2 .

解答题

1. 考虑度规 𝑔𝜇𝜈 的一个共形 Killing 矢量 𝐾，满足：∇𝜇𝐾𝜈 +∇𝜈𝐾𝜇 = 𝜙(𝑥)𝑔𝜇𝜈，其中 𝜙(𝑥) 是
一个标量函数.

（1）利用测地线方程证明，沿类光测地线存在守恒量；
（2）考虑共形变换 ̃𝑔𝜇𝜈 = Ω2(𝑥)𝑔𝜇𝜈，证明 𝐾 也是 ̃𝑔𝜇𝜈 的一个共形 Killing 矢量，其中

Ω(𝑥) 是一个正定的标量场.
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2. 对于 Schwarzschild 度规，考虑坐标变换 d𝑇 = d𝑡 + 𝐹(𝑟)d𝑟，其中 𝐹(𝑟) 是关于径向坐标 𝑟
的标量函数.

（1）若变换后的坐标 (𝑇 , 𝑟, 𝜃, 𝜙) 在 𝑇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 时是平直空间，求标量函数 𝐹(𝑟) 的具
体形式. （这样的度规被称为 Painlevé - Gullstrand 度规.）
（2）在 Painlevé - Gullstrand 度规中，𝑟 = 2𝐺𝑀 处是否是奇异的？请说明理由.

3. 引力波方程的推迟格林函数给出引力波满足：

ℎ̄𝜇𝜈(𝑡, 𝒙) = 4𝐺∫
𝑉
d3𝑦𝑇𝜇𝜈(𝑡r, 𝒚)

|𝒙 − 𝒚| .

其中推迟时间 𝑡r = 𝑡 − |𝒙 − 𝒚|，𝑉 为有物质分布的范围. 现在考虑线性引力场且物质源很
远的情况，即 𝑟 = |𝒙| ≫ |𝒚|, |𝒙 − 𝒚| ≈ 𝑟. 试证明引力波可以写为：

ℎ̄𝑖𝑗 =
2𝐺
𝑟

d2𝐼𝑖𝑗
d𝑡2 .

并写出物质四极矩 𝐼𝑖𝑗 的具体形式.
提示，你可以考虑如下等式和线性引力场近似下能-动量张量守恒 ∂𝜇𝑇 𝜇𝜈 = 0 等方程.

∫
𝑉
d3𝑦𝑇 𝑖𝑗(𝑡r, 𝒚) =

1
2 ∫

𝑉
∂𝑘(𝑦𝑖𝑇 𝑘𝑗+𝑦𝑗𝑇 𝑖𝑘)−1

2 ∫
𝑉
d3𝑦(𝑦𝑖∂𝑘𝑇 𝑘𝑗+𝑦𝑗∂𝑘𝑇 𝑖𝑘) = −1

2 ∫
𝑉
d3𝑦(𝑦𝑖∂𝑘𝑇 𝑘𝑗+𝑦𝑗∂𝑘𝑇 𝑖𝑘).

物理试题第 2 页（共 3 页）



4. （1）静态时空的 de Sitter 度规中，当 𝑟, 𝜃, 𝜙 均为常数时的世界线是否为测地线？
（2）考虑亚极端 (𝐺𝑀2 > 𝑄2+𝑃 2) 下的 Reissner - Nordström 黑洞，试证明光子在黑

洞中径向运动方程满足
d𝑡
d𝑟 = ± 𝑟2

(𝑟 − 𝑟+)(𝑟 − 𝑟−)
，并求出此积分.

5. 考虑非平直宇宙空间，已知各组分能量密度随标度因子 𝑎 的演化关系为 𝜌m ∝ 𝑎−3, 𝜌r ∝
𝑎−4, 𝜌Λ ∝ 𝑎0, 𝜌𝜅 ∝ 𝑎−2，分别对应物质、辐射、宇宙学常数和时空弯曲等效能量密度. 试证
明各组分占比 Ω𝑖 满足：

Ω𝜅(𝑧) =
Ω𝜅0

Ωm0(1 + 𝑧) + Ωr0(1 + 𝑧)2 +ΩΛ0(1 + 𝑧)−2 +Ω𝜅0
.

其中 𝑧 为宇宙学红移，下标物理量在现在的值.
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