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1 2025 年期中考试

1.1 试题

1. 正方体边长 2a，在每个面的面心放置一个电偶极子，大小为 p ，方向都朝向同一个方向，这个方向任

意. 求正方体体心的电场.

2. 半径为 R 的导体球接地，在距离球心 d 处放置一个电偶极子 p ，方向为正好背离球心的方向.

(a) 求所有电像的位置以及电荷量（或偶极矩）.

(b) 求空间中电势的分布和系统的电场能. 前者可以引入位置参数而不全部用球坐标表达.

(c) 求电偶极子的受力.

(d) 假定这个导体球半径趋于无穷大，而电偶极子到导体球表面的距离 h = d−R 不变，这时就等效于

一个无穷大导体平板. 在此极限下，求电偶极子的受力.

3. 考虑两个半径分别为 a, b 的介质球 1,2 （ 1 在 2 左边），相对介电常数都是 εr ，相距 d ≫ a, b ，在空

间中加上向右的匀强电场 E0 . （已知：一个半径为 R 、相对介电常数为 εr 的球体在外电场 E0 的作

用下会产生一个电偶极矩 p = 4πε0αR
3E0 ，其中常数 α = εr−1

εr+2
）本题中我们只考虑电偶极矩而不考虑

电四极矩.

(a) 要求考虑一阶近似，求两个球的电偶极矩.

(b) 求两个介质球内部电场.

(c) 如果将两个球换为导体球，求两个球的电偶极矩和内部电场.

4. 空间中有半径 a 的导体球；外面从半径 a 到半径 b 包裹着一层相对介电常数 εr ，电导率 σ 的漏电介

质；再半径 b 外面整个空间都填充相对介电常数为 1 ，电导率为 σ0 的介质. 在初始状态下，让导体球

带电 Q0 .
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(a) 求系统的电阻、电容、初始状态静电能.

(b) 求在漏电过程中任意时刻 t 任意半径 r 处，电场强度 E 和传导电流密度 j .

(c) 求两种介质的分界面（半径 b 处）任意时刻 t 的自由电荷量.

(d) 使用焦耳热功率密度，计算整个漏电过程中产生的焦耳热.

1.2 解答

1. 一个电偶极子在相对它位矢 r 处的电场为：

E = − p

4πε0r3
+

3 (p · er) er

4πε0r3
(1.1)

以中心为原点建立直角坐标系，则合电场可以写为：

E =
6∑

i=1

[
− p

4πε0a3
+

3 (p · ei→O) ei→O

4πε0a3

]
= − 6p

4πε0a3
+

3

4πε0a3

6∑
i=1

(p · ei→O) ei→O (1.2)

对于上下两个电偶极子，第二项中的求和为：

(p · e1→O) e1→O + (p · e2→O) e2→O = (p · ez) ez + (p · (−ez)) (−ez) = 2pzez (1.3)

其它方位的电偶极子同理，则总电场为：

E = − 6p

4πε0a3
+

3

4πε0a3
(2pxex + 2pyey + 2pzez) = − 6p

4πε0a3
+

6p

4πε0a3
= 0 (1.4)

2. (a) 以球心向电偶极子的方向为 z 轴，建立球坐标. 将电偶极子 p 看作两个相距 l ≪ R, d 的点电荷 ±q

，有 p = ql ，即正电荷 q 位于距离球心 d+ l
2
处，负电荷 −q 位于距离球心 d− l

2
处. 它们分别的

像电荷为：

• 在距离球心 R2

d+ l
2

≈ R2

d

(
1− l

2d

)
处的电荷 − R

d+ l
2

q = −R
d

(
1− l

2d

)
q .

• 在距离球心 R2

d− l
2

≈ R2

d

(
1 + l

2d

)
处的电荷 R

d− l
2

q = R
d

(
1 + l

2d

)
q .

它们的总电量为 −R
d

(
1− l

2d

)
q + R

d

(
1 + l

2d

)
q = R

d2 ql =
R
d2 p ，零阶近似位于距离球心

R2

d
处. 另

外，两个像电荷的零阶项一正一负，组成一个像电偶极子，为
(
R
d
q
) [

R2

d

(
1 + l

2d

)
− R2

d

(
1− l

2d

)]
=

R3

d3 ql =
R3

d3 p ，它的方向与原电偶极子相同. 总结为两个不同的像电荷或像电偶极子：

• 在距离球心 R2

d
处的像电荷 R

d2 p .

• 在距离球心 R2

d
处的像电偶极子 R3

d3 p ，方向与原电偶极子同向，即背离球心.

(b) 为表达方便，设场点 P 到原电偶极子和像的距离分别为 r1, r2 ，到两处的连线分别与 z 轴正向夹

角为 α1, α2 ，可以表达为位置的函数：

r1 (r, θ) =
√
r2 + d2 − 2dr cos θ (1.5a)

r2 (r, θ) =

√
r2 +

(
R2

d

)2

− 2
R2

d
r cos θ (1.5b)

α1 (r, θ) = arccos
r cos θ − d√

r2 + d2 − 2dr cos θ
(1.5c)

α2 (r, θ) = arccos
r cos θ − R2

d√
r2 +

(
R2

d

)2 − 2R2

d
r cos θ

(1.5d)



yellowdogisntadog@163.com 3

空间电势分布由像电荷、像电偶极子和原电偶极子三部分产生，为：

φ (r) =
1

4πε0

(
R
d2 p

r2
+

R3

d3 p cosα2

r22
+

p cosα1

r21

)
(1.6)

再求系统的电场能，用公式 We =
˝

1
2
ρφdV ，由于导体球接地，所有只要算电偶极子部分的电场

能即可：

We =
1

2
qφ (r+) +

1

2
(−q)φ (r−) ≈

1

2
q∇φ · l = −1

2
p ·E (1.7)

导体球在电偶极子处产生的电场即像电荷和像电偶极子在该处产生的电场，为：

E =
1

4πε0

R
d2 p(

d− R2

d

)2ez +
1

4πε0

2R3

d3 p(
d− R2

d

)3ez =
p

4πε0

R (d2 +R2)

(d2 −R2)
3 ez (1.8)

则电场能为：

We = −1

2
p ·E = − p2

8πε0

R (d2 +R2)

(d2 −R2)
3 (1.9)

(c) 采用虚功原理求受力. 设电偶极子到球心距离为 z ，上式中将 d 代换成 z ，将电场能看作 z 的函

数：

We (z) = −1

2
p ·E = − p2

8πε0

R (z2 +R2)

(z2 −R2)
3 (1.10)

设用一个外力 Fext 沿 z 方向将电偶极子拉动虚位移 dz ，则由虚功原理，有：

Fextδz = δWe =
dWe

dz
δz ⇒ Fext =

dWe

dz
(1.11)

而由受力平衡，电偶极子受到的电场力为 Fe = −Fext = −dWe

dz
（以 z 为正方向），则：

Fe = −dWe

dz
=

p2

2πε0

Rz (z2 + 2R2)

(z2 −R2)
4 (1.12)

代入 z = d 得到：

Fe = − p2

2πε0

Rd (d2 + 2R2)

(d2 −R2)
4 (1.13)

正方向为 z 轴正向，即远离球心的方向. 因此为引力.

(d) 在上一问中代入 h = d−R ，并认为 h ≪ R 作近似有：

Fe = − p2

2πε0

R (R+ h)
(
(R+ h)

2
+ 2R2

)
(
(R+ h)

2 −R2
)4 ≈ − 3p2R4

32πε0h4
(1.14)

为引力. 这也就给出了一个电偶极子在无限大导体平板上受到的力.

3. (a) 先考虑零阶近似，两个球各自在外场 E0 的极化下先产生一个电偶极矩（以与 E0 同向为正方向，

下同）：

p10 = 4πε0αa
3E0 (1.15a)

p20 = 4πε0αb
3E0 (1.15b)
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随后两个电偶极矩都会在对方处产生一个附加电场：

E12 =
1

4πε0

2p10
d3

=
2αa3

d3
E0 (1.16a)

E21 =
1

4πε0

2p20
d3

=
2αb3

d3
E0 (1.16b)

这个电场会让另一个球产生一个新的极化：

∆p1 = 4πε0αa
3E21 =

8πε0α
2a3b3

d3
E0 (1.17a)

∆p2 = 4πε0αb
3E12 =

8πε0α
2a3b3

d3
E0 (1.17b)

则在一阶近似下两个球的电偶极矩分别为：

p1 = 4πε0αa
3E0 +

8πε0α
2a3b3

d3
E0 (1.18a)

p2 = 4πε0αb
3E0 +

8πε0α
2a3b3

d3
E0 (1.18b)

(b) 内部电场由三部分产生，原电场 E0 ，自身极化产生的退极化场，以及另一个球在自身处的电场

（在计算另一个球在自身处的电场时直接用零阶近似即可）：

E1 = E0 −
p1

4πε0a3
+ E21 = E0 −

(
αE0 +

2α2b3

d3
E0

)
+

2αb3

d3
E0 = (1− α)E0 (1.19a)

E2 = E0 −
p2

4πε0a3
+ E12 = E0 −

(
αE0 +

2α2a3

d3
E0

)
+

2αa3

d3
E0 = (1− α)E0 (1.19b)

(c) 当两球为导体时，即 ε0 → +∞ ，此时 α = εr−1
εr+2

→ 1 ，则有：

E1 = E2 = 0 (1.20)

这符合我们对于导体内部无静电场的认知.

4. (a) 电容和电阻容易求得：

C =
Q

φ
=

Q´ b

a
1

4πε0εr

Q
r2
dr +

´ +∞
b

1
4πε0

Q
r2
dr

=
4πε0

1
εr

(
1
a
− 1

b

)
+ 1

b

(1.21a)

R =

ˆ b

a

dr

σ · 4πr2
+

ˆ +∞

b

dr

σ0 · 4πr2
=

1

4π

(
1

σ

(
1

a
− 1

b

)
+

1

σ0b

)
(1.21b)

当带电 Q0 时，当做电容器的储能得到：

We0 =
Q2

0

2C
=

1
εr

(
1
a
− 1

b

)
+ 1

b

8πε0
Q2

0 (1.22)

(b) 设在 r 以内包裹的所有自由电荷量为 q = q (r, t) ，由电位移矢量的 Gauss 定理， r 处的电场

E = E (r, t) er 满足：

4πr2D = q ⇒ E =


D

ε0εr
=

q

4πε0εrr2
a < r < b

D

ε0
=

q

4πε0r2
r > b

(1.23)
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设电流为 j = j (r, t) er ，它满足 Ohm 定律. 考虑一个半径 r 的球面的电荷通量，由电荷守恒：

4πr2j = −∂q

∂t
(1.24)

这里：

j =


σE =

σq

4πε0εrr2
a < r < b

σ0E =
σ0q

4πε0r2
r > b

(1.25)

代入上式得到：

σq

ε0εr
= −∂q

∂t
a < r < b (1.26a)

σ0q

ε0
= −∂q

∂t
r > b (1.26b)

由于上式与 r 无关，退化为常微分方程. 结合初始条件 q (r, t = 0) = Q0 ，解得：

q (r, t) =

Q0e
− σ

ε0εr
t a < r < b

Q0e
−σ0

ε0
t r > b

(1.27)

将上式的解代入 E, j 中即可得到：

E (r, t) =


q

4πε0εrr2
=

Q0

4πε0εrr2
e−

σ
ε0εr

t a < r < b

q

4πε0r2
=

Q0

4πε0r2
e−

σ0
ε0

t r > b

(1.28a)

j (r, t) =


σq

4πε0εrr2
=

σQ0

4πε0εrr2
e−

σ
ε0εr

t a < r < b

σ0q

4πε0r2
=

σ0Q0

4πε0r2
e−

σ0
ε0

t r > b

(1.28b)

(c) 要求出分界面处的自由电荷量，只需在半径 b 的内外无限靠近分界面处各作一个球面，它们内部所

包含的自由电荷量之差即为分界面处自由电荷量：

∆q (t) = q (r = b+, t)− q (r = b−, t) = Q0

(
e−

σ0
ε0

t − e−
σ

ε0εr
t
)

(1.29)

(d) 先求出任意位置任意时刻的热功率密度：

ω (r, t) = jE =


σQ0

4πε0εrr2
e−

σ
ε0εr

t · Q0

4πε0εrr2
e−

σ
ε0εr

t =
σQ2

0

16π2ε20εrr
4
e
− 2σ

ε0ε2r
t

a < r < b

σ0Q0

4πε0r2
e−

σ0
ε0

t · Q0

4πε0r2
e−

σ0
ε0

t =
σ0Q

2
0

16π2ε20r
4
e−

2σ0
ε0

t r > b

(1.30)

由此计算在整个放电时间中整个空间电流产生的热：

Q =

ˆ +∞

0

˚
ωdV dt =

ˆ +∞

0

[ˆ b

a

σQ2
0

16π2ε20ε
2
rr

4
e−

2σ
ε0εr

t4πr2dr +

ˆ +∞

b

σ0Q
2
0

16π2ε20r
4
e−

2σ0
ε0

t4πr2dr

]
dt

(1.31)

积分得：

Q =
1
εr

(
1
a
− 1

b

)
+ 1

b

8πε0
Q2

0 = We (1.32)

恰好等于初始时刻电容器的储能，说明所有的能量都转化为了电流的热耗散.
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2 2025 年期末考试

2.1 试题

1. 一电阻率和粗细均匀导体圆环半径为 R ，以环心建立极坐标在 θ = 0 位置，用直导线从无穷远处沿径

向引入电流 I ，并在 θ = θ0 位置，用另一根直导线从环上将电流沿径向引向无穷远处. 求环心处磁感应

强度.

2. 空间中有一导体空心圆筒半径 R ，周围的空间被分为三块，绝对磁导率分为为 µ1, µ2, µ3 ，且相对圆心

的张角分别为 θ1, θ2, θ3 ，现在在圆筒上沿轴向通电流 I .

(a) 求三个介质内的磁感应强度和磁场强度分布.

(b) 求圆筒表面各个区域的自由电流和磁化电流分布.

3. 真空中的同轴电缆，内外半径分别为 a, b 且为薄圆筒.

(a) 向内外圆筒中分别输入方向相反电流 I ，求空间中磁感应强度分布以及同轴电缆的单位长度自感.

(b) 现在把电流改为一个随时间变化的电流，变化率恒定为 k ，已知半径 r = a 处涡旋电场强度为 Ea

，求涡旋电场.

4. 在一个半径为 R 球面上均匀地布置 N ≫ 1 个经线圈导线，现在北极点发出电流 I ，流过这些经线后在

南极汇合. 设 A,B 两点在赤道面上，分别距离球心 a, b 且有 a < R < b .

(a) 求 A,B 两点的位移电流密度.

(b) 求 A,B 两点的磁场.

(c) 设 t = 0 时刻南北极都没有净电荷且电流恒定，求任意时刻 A 点的能量密度和能流密度.
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5. 如图，两个线圈匝数分别为 N1, N2 ，电流分别为 I1, I2 ，认为铁芯的相对磁导率 µr ≫ 1 . 有两处空气

隙，尺寸相同，厚度为 h ，正对面积为 S .

(a) 求两处缝隙分别的磁感应强度和磁场强度.

(b) 求两个线圈分别的自感以及互感.

(c) 求左边缝隙处上下铁芯之间的吸力.

6. 在相对介电常数、相对磁导率分别为 εr, µr 的介质中有电磁波 E = E0e
−i(ωt−k·r),B = B0e

−i(ωt−k·r) .

(a) 证明 k ·E = 0,k ·B = 0 .

(b) 证明
√
ε0εrE0 =

B0√
µ0µr

.

(c) 证明波速为 v = c
n
，其中 n = 1√

µrεr

(d) 求电磁波的能量密度 w 和能流密度 S .

(e) 证明 S = c
n
wek ，其中 ek = k

k
为波矢方向的单位矢量.
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2.2 解答

1. 两根直导线在环心显然不产生磁场. 考虑圆环上的电流，两侧的电阻之比为 θ0 : (2π − θ0) ，则电流之比

为 (2π − θ0) : θ0 . 又由于两边的长度之比恰好是 θ0 : (2π − θ0) ，所以两边产生的磁场大小恰好相等，

而方向相反，则环心处没有磁场.

2. (a) 由于磁感应强度在分界面上的法向连续性，三个介质中的磁感应强度相同为 B ，根据磁场强度的

环路定理有： ˛
H · dl =

(
θ1
µ1

+
θ2
µ2

+
θ3
µ3

)
Br = I ⇒ B =

I(
θ1
µ1

+ θ2
µ2

+ θ3
µ3

)
r

(2.1)

各个区域的磁场强度也容易求出：

Hi =
B

µi

=

1
µi
I(

θ1
µ1

+ θ2
µ2

+ θ3
µ3

)
r

(2.2)

(b) 自由电流分布可以通过磁场强度的边值关系 ∆H × n = icond 求出，这里研究圆筒表面，由于筒内

部无磁场，有：

icondi = Hi (r = R) =

1
µi
I(

θ1
µ1

+ θ2
µ2

+ θ3
µ3

)
R

(2.3)

要求磁化电流，可以先求磁化强度：

Mi =
µi − µ0

µ0

Hi =

(
1
µ0

− 1
µi

)
I(

θ1
µ1

+ θ2
µ2

+ θ3
µ3

)
r

(2.4)

则根据M × n = imag 磁化电流面密度为：

imag
i = M (r = R) =

µi − µ0

µ0

Hi =

(
1
µ0

− 1
µi

)
I(

θ1
µ1

+ θ2
µ2

+ θ3
µ3

)
R

(2.5)

3. (a) 磁感应强度：

B (r) =


0 r < a

µ0I

2πr
a < r < b

0 r > b

(2.6)

单位长度电感为：

L =

´ b

a
µ0I
2πr

dr

I
=

µ0

2π
ln

b

a
(2.7)

(b) 由于 r < a 内部无磁场，因此电场无散无旋，又由于边界上为恒定值 Ea ，则内部电场为恒定值

E = Ea ，同理外部也是匀强电场 E = Eb . 考虑两个筒之间的部分，做一个纵截面内的长方形环

路，从 a 到 r ，长度为 l ，对它列涡旋电场的环路定理有
¸
E · dl = −

˜
∂
∂t
B · dS ，有：

El − Eal =

ˆ r

a

∂

∂t
B (r′) ldr′ =

µ0kl

2π
ln

r

a
⇒ E (r) = Ea +

µ0k

2π
ln

r

a
(2.8)

代入 r = b 可以算出 Eb = Ea +
µ0k
2π

ln b
a
，这也就是外部的匀强电场的场强.
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4. (a) 由于北极点总是流出电流，南极点总是流入电流，两个极点都有电荷的积累. 设南极点的积累电荷

为 Q = Q (t) 则有 I = dQ
dt

. 则 A,B 两点的位移电流是由于南北极点在场点产生的电场随时间变化

导致. 所以我们先求 A,B 点电场：

EA =
1

4πε0

2QR

(R2 + a2)
3
2

ez (2.9a)

EB =
1

4πε0

2QR

(R2 + b2)
3
2

ez (2.9b)

则位移电流密度为：

jDA = ε0
∂

∂t
EA =

1

4π

2IR

(R2 + a2)
3
2

ez (2.10a)

jDB = ε0
∂

∂t
EB =

1

4π

2IR

(R2 + b2)
3
2

ez (2.10b)

(b) 求磁场用环路定理
¸
B · dl = µ0

˜ (
jcond + jD

)
· dS . 对于 A 点，取半径 a 的环路，中间没有传

导电流，故只要计算位移电流的通量（上一问已经算出了 a 处的位移电流密度，只要将 a 改为 r

即为球内赤道面上任意一点的位移电流密度）：

2πaBA = µ0

ˆ a

0

1

4π

2IR

(R2 + r2)
3
2

2πrdr = µ0I

(
1− R√

R2 + a2

)
⇒ BA =

µ0I

2πa

(
1− R√

R2 + a2

)
eϕ

(2.11)

B 点同理，但是这里传导电流不再为零：

2πbBB = µ0

(ˆ b

0

1

4π

2IR

(R2 + r2)
3
2

2πrdr − I

)
= −µ0I

R√
R2 + b2

⇒ BB = −µ0I

2πb

R√
R2 + b2

eϕ

(2.12)

(c) 此时 Q (t) = It . 计算能量密度：

wA =
1

2
ε0E

2
A +

1

2µ0

B2
A =

I2R2t2

8π2ε0 (R2 + a2)
3 +

µ0I
2

8π2a2

(
1− R√

R2 + a2

)2

(2.13a)

wB =
1

2
ε0E

2
B +

1

2µ0

B2
B =

I2R2t2

8π2ε0 (R2 + b2)
3 +

µ0I
2R2

8π2b2 (R2 + b2)
(2.13b)

计算能流密度：

SA = EA × 1

µ0

BA = − I2Rt

4π2ε0 (R2 + a2)
3
2

(
1− R√

R2 + a2

)
er (2.14a)

SB = EB × 1

µ0

BB =
I2R2t

4π2ε0 (R2 + a2)
2er (2.14b)

原题只要求求出 A 点的能量密度和能流密度.

5. (a) 两处线圈的磁动势分别为 E1 = N1I1, E2 = N2I2 ，空气隙的磁阻均为 R = h
µ0S
，根据磁路定理列

方程：

RΦ1 = E2 (2.15a)

RΦ2 = E1 + E2 (2.15b)
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解得两个空气隙的磁通量：

Φ1 =
E2

R
=

µ0N1I1
h

S (2.16a)

Φ2 =
E1 + E2

R
=

µ0 (N1I1 +N2I2)

h
S (2.16b)

因此可得磁感应强度和磁场强度：

B1 =
Φ1

S
=

µ0N1I1
h

H1 =
B1

µ0

=
N1I1
h

(2.17a)

B2 =
Φ2

S
=

µ0 (N1I1 +N2I2)

h
H2 =

B2

µ0

=
(N1I1 +N2I2)

h
(2.17b)

(b) 将两个线圈分开看待，线圈 1 在自身中产生的磁通为 2µ0N1I1
h

S ，线圈 2 在自身中产生的磁通为
µ0N2I2

h
S ，则它们的自感分别为（要乘上自身的匝数得到全磁通）：

L1 =
2µ0N

2
1

h
S (2.18a)

L2 =
µ0N

2
1

h
S (2.18b)

并且线圈 2 在线圈 1 中产生的磁通为 µ0N2I2
h

S ，则互感为（也要乘上线圈 1 的匝数）：

M =
µ0N1N2

h
S (2.19)

(c) 求上下铁芯之间的引力，可用静磁压强公式：

F = wmS =
1

2µ0

B2
1S =

µ0N
2
1 I

2
1S

2

2h2
(2.20)

另外也可以用磁荷观点以及电磁类比得到同样的结果，不再赘述.

6. 本题就是证明基本结论，在任意一本教科书上都能找到答案，在此略去.
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