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参考解答  

作者：刘元彻，刘宇航，杨焕雄  

时间：20250517-18  

提示：  

闵氏空间 中洛伦兹推动变换 的非零矩阵元是：

式中 为无量纲的牵连速度， .

电磁场强度在洛伦兹变换 下的变换法则是：

Heaviside阶梯函数 ​定义为：

其满足的一个重要性质是 ，此处 是Dirac戴尔塔函数. 

球坐标系中的散度、旋度公式分别是：

 

 

简答（40分，每题10分） ：  

1. 用狭义相对论基本原理，简述为什么一个光子不能衰变成两个电子（5分）或者两个运动方向不共线的光
子（5分）？

解答：  

不计引力效应时，凡是有光子参与的过程必是电磁相互作用过程，其必然遵从4-动量守恒定律。倘若一个
光子能通过电磁相互作用转变为两个电子， .  因为光子是零质量粒子而电子的静止质量

， 是类光4-矢量， 和 是类时4-矢量。两个类时4-矢量相加是不可能得到类光4-矢量的，

式中 是电子 在电子 自身系中的能量， ， . 显然(5)式存在明显的逻辑
矛盾，从而相应的4-动量守恒定律不成立。换言之， .  所以，一个光子不能衰变成两个电
子。
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电磁场不存在自相互作用(电磁作用体系的拉氏密度中不存在电磁势高次幂的项)，所以，光子是不能衰变
为两个新光子的。即使没有从动力学角度认识到这一点，仅仅从4-动量守恒定律的破缺也能得到同样的结
论。设 遵从4-动量守恒定律： . 因为光子的4-动量是类光4-矢量，

现在需要计算4-标量 .  因为光子在任一惯性系里的速度都是 ，不存在光子的自身参考系。我们可

以随意选择一个惯性系计算这个4-标量。题设两个出射的光子运动方向不共线，那么必然存在一个惯性参
考系 ，在其中 .  所以，

和 是 系中的观测者测量到的二出射光子的频率。显然，(6)、(7)两式是冲突的，衰变过程
并不遵守4-动量守恒，所以它是虚构的，并不能实际发生。 

 

2. 带电粒子 在外电磁场中运动时受到Lorentz力 的作用，其中 和 分别是电磁场的电

场强度和磁感应强度， 是粒子的三维速度。倘若按

定义4维电磁力矢量，式中约定 是电磁场张量， 是带电粒子的四维速度，请计算4维
标量 的值（5分）并写出 之时间分量 的物理内涵（5分）。

解答：  

值为0. 证明这一点的关键是注意到：

这里 是关于 反对称的， 是关于 对称的，所以缩并得到0. 

时间分量也就是：

根据协变形式的Lorentz力公式， ，(10)式可改写为 .  这个公式显然应该被诠释
为电场力对带电粒子 做功的功率。这就是 的物理内涵。 

 

3. 标量场 的Sine-Gordon模型拉氏密度可表为：

  写出由此拉氏密度确定的拉氏方程(5分)。拉氏方程是否具有洛伦兹变换下的协变性(5分)？

解答：  

欧拉-拉格朗日方程为：

代入计算可得运动方程为：
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尽管运动方程中有 这样的函数（因此 的方程不是线性微分方程），但 作为标量场，并不破坏方程

的协变性。 作为指标完全缩并的表达式也不破坏协变性。所以拉氏方程具有洛伦兹变换下的协变
性。

 

4. 电磁场的Maxwell方程形式在洛伦兹变换下保持不变。三维的旋转变换群 是洛伦兹变换群

的一个子群（即洛伦兹变换中包含三维旋转变换），这是否意味着任何一个电磁场都在三维旋

转变化下保持不变？如果是，请简要说明；如果不是，请举出反例（10分）。

解答：  

不是。请注意方程如果具有某个对称性下方程形式的不变性，不代表方程的解也具有相应的不变性！

三维空间中的匀强电场显然不是旋转不变的。事实上任何一个非球对称的电场都不是 变换下不变

的。

 

计算（60分，每题15分）：  

5. 电动力学中也存在Birkhoff定理。设 为半径为 的球面包围的区域， 中存在着球对称的电荷电流分布，

特别地， .  Maxwell方程组的球对称性意味着此电荷电流激发的电磁场强度分布必
然也具有球对称性， ， .  Birkhoff定理断言，此电荷电流分布在

​之外的空间中激发的电磁场是静电库仑场：

式中 是 中存在的电荷总量， .  请验证此Birkhoff定理的内容。 

解答：  

支配经典电动力学的运动方程是Maxwell方程组 .  恢复国际单位制，用三矢量 表达为：

在 ​外没有电荷电流分布，故而两个旋度方程化简为对称的形式:

带入球对称场的形式 ， ，根据矢量旋度表达式 ,  我们有:

同理，
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 因而在 以外的区域，电场强度与磁感应强度分布均不随时间改变：

 考虑Maxwell方程组中两个散度方程的积分形式：

其中区域 取为半径为 的球形区域，边界 为半径为 的球面。带入球对称的解即可解出：

 那么，(21)式与(19)式之间是否逻辑自洽呢？ 换句话说， 是否随时间改变？ 根据电荷守恒
定律，

最后一步利用了恒等式 . 因此，

进而，

这样就确证了(21)式给出的 确为静电库仑场。 至此验证了Birkhoff定理的全部内容。 
注记：该定理向我们展示了一个有趣的事实，那便是球对称的电荷分布一定激发出库伦静电场，哪怕有

（球对称的）电荷流动；换一句话说，球对称的电荷构型不可能向外辐射电磁波。引力中有一个相同名称的定

理，内容是球对称的真空引力解一定是不随时间变化的Schwarzschild解的形式。

 

6. 电磁场张量 的物理内涵是：

其中 和 分别是3维电场强度矢量与磁感应强度矢量。

定义对偶电磁场张量 ， 是四维Minkowski空间中的全反对称张量。证明
在电磁对偶变换：

下变回电磁场张量，即 .



请问真空中无源区域内的Maxwell方程组在电磁对偶变换下会发生怎样的改变？

解答：  

要证明这一点，我们可以用课后习题中的方法，先写出电磁对偶张量 的物理内涵：

如果取 ，4阶反对称张量因0恰好处在恰当位置，会退化为3阶反对称张量（后两个指标也不能
取0）：

如果取 ，容易知道后面两个指标必有一为0。我们可以将其合并：

这就证明了我们想要的对偶电磁张量。（注：有同学关心这里的记号问题，例如 和 之间究竟是否

需要添加负号。这实际上取决于不同的符号约定，即使用两种约定的人都存在，具体解释我们会在评讲试

卷的习题课上说明）. 对这个电磁场做电磁对偶变换，立刻发现 变回了 ，这就是我们要证明的结论。

我们至少有三种方法说明Maxwell方程保持不变：

1. 直接写出真空无源区域的Maxwell方程组，马上就可以发现电磁对偶变换下描写电和磁的方程分别变
为对方；

2. 指出真空无源区域的拉格朗日密度 , 在电磁对偶变换下变为 ，但其关于
是不变的。因此，拉格朗日量保持不变，从而运动方程（Maxwell方程）也不变；

3. 指出虽然电磁对偶变换下 和 互换，但是从两者出发推导运动方程的表达式都是：

  这给出两个运动方程，而另外两个运动方程来自Bianchi恒等式，两者依然有相同的形式：

  而我们在课堂上已经指出，电磁对偶张量也可以给出与电磁场张量同样的运动方程，所以电磁对偶变换
下Maxwell方程组保持不变。

 

7. 考虑一个散射过程 . 入射过程中，粒子A和B的4-动量标记为 和 ，质量标记为
和 。相应地，出射粒子C和D的4-动量标记为 和 ，质量标记为 和 .

证明 是质心能量的平方。

如果我们类似地定义 和 ，证明 是一个常数，并求

出这个常数的值。

假设 ，利用 和粒子质量来表达散射角 的余弦值（散射角被定义为3-动
量 和 的夹角）。
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解答：  

为了记号简洁，本题中取 的单位制，并且把粒子 的4-动量 和粒子 的4-动量 之间的标积记为：

粒子 的能量动量关系式就是 . ​

倘若两个粒子 与 的4-动量在实验室系中分别为 与 ，而在质心系中分别为 与 ，由于(31)式定
义的4-动量标积是一个4-标量，故必然有：

注意到 是质心系中二粒子体系的4-动量，

故质心系中体系的总能量 服从关系式：

(34)式即为所要证明的结论。

碰撞过程 遵从4-动量守恒定律，

从而题设的三个4-标量之和为：

这就证明了 是一个守恒量。(36)式定义的守恒量称为Mandelstam变量，它广泛地应用于粒子物
理学的散射问题中。

现在质心系中研究碰撞过程 . 为方便计，我们省略前面给质心系中物理量所加的撇号标
记。所谓质心系，更准确地说应该是动量中心系，即在碰撞前体系的3-动量等于零： .  碰
撞过程遵从4-动量守恒定律，因此在质心系中，

其中 .  (31)式暗示质心系中各粒子的3-动量大小相等，即

.  若进一步 和 ，则在质心系中

.  Mandelstam变量 (4-标量)的值可以在质心系中方便地求出：

类似地，
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从(39)式可以解出：

把(40)式代回到(38)式，可以解得：

 

 

8. 考虑由如下拉氏密度定义的复标量场理论：

其中， 和 互为复共轭。记 表示场的模方，势能项被指定为：

式中 称为复标量场 的质量参数， 则是复标量场自作用的耦合参数，约定 和 均为常数且

。

证明，复标量场的拉氏密度具有相位变换

下的不变性（其中 是一个与时空坐标 无关的实常数）。

在 和 的情况下，分别确定使得势能 取最小值时 的取值 。这种能量最小
值点被称为理论的真空态（作为检验，你求解的 应该是非负实数）。

现在考虑 的情形，为了计算方便我们令 . 的复数解 分布在复平
面的一个圆环上，这意味着理论有无穷个真空。实际物理过程中，物理态只能落到其中一个真空上，

因此我们的理论必须人为选择一个点作为真空。出于计算方便，选取 作为真空，并在真

空附近将拉格朗日量展开。具体来说，我们作如下的变换：

式中 都是实标量场。请计算这个变换后拉格朗日量的形式。在这一问的结果中，你可以

保留 ，不需要将上一问中求解的 具体表达式带回。

在上一小问计算出的拉格朗日量中，将含有形如 的项， 被定义为 场（对应粒子）的质

量。请用 来表示 ，它对应一个有质量实标量场。作为检验，你计算出的拉格朗日量中不应该

含有形如 的项，这意味着 对应一个无质量标量粒子。

在 时，原本带着质量的复标量场会分解成一个带质量的实标量场和一个不带质量的实标量场，后

者被称为Nambu-Goldstone玻色子。在凝聚态物理中，相变临界点处会产生从 到 的转变

——这种现象被称为对称性自发破缺，2008年Nambu因为这一发现获得了诺贝尔物理学奖。



解答：  

由于 是常数，所以导数算符并不作用在 上。故：

  将这些变换带入，自然发现拉格朗日量保持不变。

对 ：

关于 是单调的(因为复数的模方不可能小于0)，故 时取势能最小值。对 ：取
，

根据二次函数的知识知道当 时取最小值，从而 .

逐项讨论。对于动能项，做变换后：

从而：

对于势能项，我们可以先计算 的模方：

带回势能然后完全展开，得到：

所以拉格朗日量变为：

可以从中读出两个标量场对应的动力学：

于是读出 ，分别对应无质量和有质量场。
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