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提示：  

由电磁场张量 出发可以构造出闵氏空间 中两个著名的4-标量：

的物理内涵是：

因此，

 

3维欧氏空间 ​中存在着矢量分析恒等式 ，以及：

式中 为场点相对于坐标原点的位置矢量.  

 

 

Lorenz规范下无界空间中的推迟势：

其中 是隐函数方程 ​的解.  在远场区，分布在小区域( )中的交变电流(
)激发的推迟矢势的近似表达式为：

式中 .  电荷电流体系的多极矩分别是：
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设电荷电流分布在区域 中， 是 ​的边界面，则存在如下普适的电磁学恒等式：

式中 是电流密度矢量， 与 是两个任意的标量函数. 

 

 

设粒子在轨道 上以速度 运动。倘若场点 与 ​间隔类光，
即

则 成为场点 时空坐标的隐函数， ​.  由此可证明： 

式中 是粒子的无量纲速度， 是3-矢量 方向的单位矢量.   

 

 

正交曲线坐标系中基矢的性质：

这里不使用Einstein求和约定， 是拉梅系数.   在柱坐标系 中，

. 

 

 

利用狄拉克delta函数，函数 可以表达为体积分：

 

 

在3维欧氏空间 中，我们默认使用 和 表示整体笛卡尔直角坐标系的单位基矢，

球坐标系基矢与笛卡尔直角坐标系基矢之间的关系可表为：

， ，

或者等价地，

， ，



 

 

 

 

 

 

简答(40分) ：           

本提的各小题中除证明题，不必写出步骤。  证明题需要写出关键性步骤(伪证不得分)。  

1. 相对论性粒子的固有时 是一个4-标量，请证明它可以表达为：

式中 和 分别为粒子的4-速度与4-位移。 

     证：

     注意到 ​, 我们有：

     将上式两端分别与 缩并，并注意到 ，可得 ​.  所以， 

     证毕。 

 

2. 设 是电磁场张量，请检验由此构造的4-标量 . 

证：

电磁场张量是反对称张量， ​.   因为，

所以 . 

 

3. 同上题。请把4-标量 用电磁场著名的两个4-标量 与 的组
合表出. 

答：

理由如下(不要求)。引入辅助的二阶张量 ，其诸分量的物理内涵是：
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因此，

倒数第二步使用了矢量代数恒等式 .  

 

4. 分处于两个不同惯性参考系的甲乙两个观测者测量同一均匀电磁场的场强。观测者甲测得的电场强
度和磁感应强度分别为 和 ，此处约定 .  观测者乙测得的场强分
别为 和 .   请问 和 的取值分别是什么？

答： 

 

5. 磁偶极子与外静磁场 之间的相互作用有效势能是 ，这里 是磁偶极子的磁偶极矩矢

量.  倘若把磁偶极子置于非均匀外磁场 中，请写出外磁场施加给磁偶极子的洛仑兹力.  

     答：

 

6. 矢量场 的横分矢量 具有性质： .  给定电流密度矢量 ，请写出

无界空间中横电流密度矢量 的表达式. 

     答：

 

7. 设电四极子占据坐标原点，则其电荷体密度可表为



式中 是电四极子的电四极矩。设此电四极子激发的静电场强度分布为 ，请写出 的散

度与旋度。

     答：

 

8. 空间区域 中存在着时谐的电荷电流分布， .  现建立
笛卡尔直角坐标系使得 ， ​.  请写出体积分

的结果. 

答： 

式中 和 分别是电荷电流分布的电四极矩和磁偶极矩矢量的笛卡尔直角分量。

 

9. 对于线电荷电流分布，电荷守恒定律表为：

这里设电荷电流沿 轴分布， 和 分别是电荷线密度和电流强度。倘若

，且

请问此电荷电流分布的电偶极矩  ?  

     答：

 

 

10. 设带电粒子在一条确定的轨道 上运动，其无量纲的运动速度为 .  倘若时空
点 和 通过光讯号相联系.  设 ，

是其量值.  请问单位矢量 对 的导数是什

么？ 

     答：

     理由如下(不要求)。注意到 ​，我们有：



     接下来，求位置矢量 对 ​的导数，可得：

     所以，

 

 

计算(60分)：  

11. 一个静磁场的矢量势在柱坐标系里表为：

   式中 ， 和 是三个常参数。

请问此矢量势是在什么规范里写出的？

和另一候选矢量势  是否等价？ 

请求出此静磁场的磁感应强度分布. 

激发此静磁场的电流密度矢量是什么？是稳恒电流吗？  

解：  

因为

这就是矢量势 所在的规范。显然，这不是库仑规范。

两个候选矢量势之差为：

因为

这两个候选矢量势在描写静磁场方面完全等价。 事实上，

所以，这两个候选矢势是通过规范变换相联系的。 

磁感应强度分布为：
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激发此磁场的电流密度矢量可能是：

其散度很明显为零， .  所以，此电流分布是稳恒电流。 

 

12. 长度为 的绝缘棒两个端点各自携带一个点电荷，电量分别为 .  现把此电荷体系平放在 平面
上，让其绕过绝缘棒中垂线的 轴以角速度 逆时针旋转。

求体系的含时电偶极矩在球坐标系中的表达式。

求出辐射电磁场的场强分布。

计算辐射功率。  

解：  

设电偶极子的电偶极矩在 时刻沿 轴正方向，则  

  第二个等号采取了复数形式。转换到球坐标系，
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Lorenz规范中，此振荡电偶极子激发的推迟矢势为： 

式中 ​.  电偶极辐射电磁场的磁感应强度分布为：

电场强度分布为： 

一个周期内电偶极辐射电磁场的平均能流密度矢量是：  

辐射功率为： 

 

 

13. 一对无限大的平行理想导体板，相距为 ，电磁波沿平行于板面的 轴方向传播。设波在 轴方向是

均匀的，

求可能存在的 模式电磁波和 波模的截止频率。



解：  

以 代表电场强度中模式因子 的任一笛卡尔直角分量，它满足的亥姆赫兹方程：

式中

​的通解是：

现在把 理解为 的各个笛卡尔直角分量。根据Faraday电磁感应定律， .  所

以，

模式电磁波的特点是 ，这意味着 .  换言之，

对于 和 两个边界面而言， 是切分量， ​是法分量。所以边界条件为：

模式电场强度满足边界条件的解是： 

导体板之间电高斯定律 意味着：

将 改写为 ，导体板间 ​模式电磁波的电场强度分布是：

磁场强度分布是：

注意到

而模式参数 的最小可能取值为零，故能保证 的截止频率为 .  
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