
中国科学技术大学 2026 年 1 月 18 日 14:30 - 16:30

2025秋时间和空间期末考试
注意事项：

1. 本次考试为半开卷考试，仅允许携带讲义、作业与笔记；

解答题

1. 在参考系 𝑆 中，一个质量为 𝑚 的粒子从 𝑥 = 0 处以速度 𝑣 (0 < 𝑣 < 1) 沿长为 𝐿 的杆向

+𝑥 运动.

（1）求在粒子参考系中杆的长度;
（2）粒子在运动过程中与一个静止的、质量远大于粒子的“小车”相撞，碰撞后粒子以速

度 𝑢 向 −𝑥 方向飞回，小车因质量 𝑀 ≫ 𝑚 而获得一个很小的速度 𝑤 向 +𝑥 方向运动. 碰

撞过程四动量守恒，可以视为完全弹性碰撞，小车速度 𝑤 ≪ 1.

求证：粒子损失的能量等于小车获得的动能 (≈ 1
2𝑀𝑤2).

（3）在以下两个方案中，分别写出花费的固有时与 𝐿, 𝑢, 𝑣 之间的关系，并比较哪个方

案花费的固有时更短：

• 方案 A: 粒子以速度 𝑣 沿杆运动到达杆的另一端. 𝑥 = 𝐿 后，立即以速度 𝑣 对称飞回

𝑥 = 0;
• 方案 B: 粒子在 𝐿 与小车碰撞后，以速度 𝑢 飞回 𝑥 = 0.
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2. 考虑如下时空中的引力红移效应. 时空度规的线元由下式给出：

𝑑𝑠2 = −(1 − 2𝛼𝐺𝑀
𝑟 )𝑑𝑡2 + (1 − 2𝐺𝑀

𝑟 )
−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝛺2 (1)

假设有两个标准光源 𝐺1 和 𝐺2，分别位于径向坐标 𝑟1 和 𝑟2 处. 位于 𝐺1 信号在 𝑟2 处被接

收，频率为 𝑓1，𝐺2 的频率为 𝑓2，求
𝑓1
𝑓2

.
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3. 对于半径为 𝑅 的球面：

（1）写出球面的度规；

（2）利用非欧几何的面积公式计算球的表面积；

（3）证明球面的大圆是测地线，即满足测地线方程.
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4. 宇宙的年龄为 𝑡0，若宇宙是一个静止的、平直的宇宙，则我们能接收到的最远的信息构成

一个半径为 𝑐𝑡0 的球面. 现在考虑膨胀的宇宙：

（1）在 Robertson-Walker 度规中，𝑡 = 0 时刻从 𝑟 = 𝑟h 处发出的光子在 𝑡 = 𝑡0 时刻到

达观察者位置 𝑟 = 0，求 𝑟h；（用尺度因子 𝑎 与 𝑡0 表示）

（2）求物理距离 𝑅h 与 𝑟h 之间的关系；

（3）若宇宙是中只包含压强为零的物质，求 𝑅h. （用 𝑡0 与光速 𝑐 表示）
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