
中国科学技术大学 2025 秋

朱界杰班 理论力学A 期中考试
注意事项：

1. 本试卷为回忆版，并对解答题的排版进行了一定的调整.

2. 可能用到的一些公式：

达朗贝尔原理
𝑁
∑
𝑖=1

(𝑭𝑖 −𝑚𝑖𝒙̈𝑖) ⋅
∂𝒙𝑖
∂𝑞𝛼

𝛿𝑞𝛼 = 0

保守系统的拉格朗日方程
𝑑
𝑑𝑡

∂𝐿
∂ ̇𝑞𝛼

− ∂𝐿
∂𝑞𝛼

= 0

无穷小诺特守恒量

−𝐻𝛥𝑡 + 𝑝𝛼𝛥𝑞𝛼 −𝛥𝜑

自由运动慢子的拉氏函数

−𝑚𝑐2√1− 𝑣2
𝑐2

最小耦合

𝑈 = 𝑞 (𝜙 −𝑨 ⋅ 𝒗)

1. 现有一张长方形均匀薄板，其厚度可忽略不计，放在一个粗糙的圆柱体上作纯滚动。长方
形的一条边与圆柱体的轴向平行。圆柱体的半径为 𝑟，中心位于坐标原点。薄板质心的坐标
是 (𝑥, 𝑦)，薄板与水平方向的夹角为 𝜃。

（1）写出拉格朗日函数 𝐿(𝜃, ̇𝜃)。

（2）写出拉格朗日方程。
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2. 如图所示，均匀圆盘可以绕其中心轴 𝑂无摩擦地转动。圆盘边缘的一点 𝐴，通过轻绳连接了
一个小球。设小球质量是 𝑚，圆盘质量是𝑀，两者都在垂直平面内运动，在运动中绳子始终

处于绷直状态。请写出系统的拉氏函数和运动方程。
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3. 两根长度为 𝑎、质量为 𝑚 的细棒，端点用铰链相连接（记为 𝐵 点），棒子放在光滑地面上。
棒子的另外一端分别记作 𝐴 和 𝐶。
按下图所示建立直角坐标系，并以点 𝐵 的坐标 (𝑥, 𝑦) 和棒身与 𝑥-轴的夹角 𝜃1、𝜃2 作为广
义坐标。

开始时系统处于静止状态，𝐴、𝐵、𝐶 成一条直线且沿 𝑥-方向。随后在 𝐶 点施加冲量为 𝐼
的冲击力，求冲击之后的广义速度。
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4. 质量为 𝑚、电荷为 𝑞 的相对论粒子，在均匀磁场中运动。磁场的磁感应强度是

B = 𝐵e𝑧.

（1）请写出粒子的拉格朗日函数 𝐿(𝒙, 𝒙̇)。（注意：写成非相对论动能的不得分）
（2）根据拉氏函数写出拉格朗日方程。
（3）系统的广义动量与广义能量是否守恒？写出这四个力学量中的守恒量。
（4）这个拉氏函数是否具有转动对称性？若对称，请写出对应的诺特守恒量。
（5）判断沿着 𝑧-轴的推动（Lorentz boost）

𝛥𝑡 = 𝜖
𝑐𝑧, 𝛥𝑥 = 0, 𝛥𝑦 = 0, 𝛥𝑧 = 𝜖𝑐𝑡

是不是准对称变换。若是，请写出对应的诺特守恒量。
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5. 长 𝑙 的细棒位于一个平面内，取直角坐标系，其形状为

𝑦 = 𝑦(𝑥).

那么在小挠度近似下，长度为 𝛥𝑠 的一小段细棒的弯曲能是

𝛥𝑉 = 𝛾 ⋅ 𝐾2 ⋅ 𝛥𝑠,

上式中 𝛾 是常数，𝐾 是曲率，

𝐾 = 𝑦″
(1 + 𝑦′2)3/2 .

将细棒沿 𝑥-轴方向放置，考虑细棒横向（𝑦-轴方向）小振动

𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝑥),

忽略重力的影响。由于振幅很小，可以忽略弯曲后细棒各点 𝑥-坐标的变化，于是

0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙,

并且

𝑦, ∂𝑦
∂𝑥,

∂𝑦
∂𝑡 ,

∂2𝑦
∂𝑥2 , ⋯

可以看成是一阶无穷小量。

（1）保留到二阶无穷小，写出细棒的动能密度 𝒯、势能密度 𝒱 和拉格朗日密度 ℒ。（把棒
子的线密度记作 𝜌）

（2）写出系统的哈密顿作用量。
（3）利用哈密顿原理，推导棒子的运动方程和自然边界条件。
（4）求色散关系 𝜔 = 𝜔(𝑘)。
（5）设运动方程的分离变量解是

𝑦 = 𝑞(𝑡)𝑢(𝑥),

请写出 𝑞(𝑡) 和 𝑢(𝑥) 各自满足的常微分方程。
（6）求系统的自然频率 𝜔。注意：①棒子两端是自由的；②只需推导出 𝜔 满足的代数方程

并化简，无需具体求出方程的解。
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