
2026 年 1 月 13 日（周二）8:30-10:30

2025秋量子力学A期终考试试卷
注意事项：

1. 本试卷为回忆版，题目表述与原卷不符；

2. 考试要求六题中选择五题作答，如都写则按照得分最高的五题计分；

3. 若有侵权，请联系 jwf06@mail.ustc.edu.cn。

一、 定义压缩算子

𝑆(𝜉) = exp{1
2(𝜉

∗𝔞2 − 𝜉(𝔞†)2)}

其中 𝔞 和 𝔞† 是谐振子的升降算子。若取 𝜉 = 𝑟 为实数，证明 𝑆(𝑟) 为标度变换，即 𝑆†(𝑟)𝑋𝑆(𝑟)
正比于 𝑋，而 𝑆†(𝑟)𝑃𝑆(𝑟) 正比于 𝑃，比例系数互为倒数，并求出比例系数。

二、 考虑在线性势中的粒子，哈密顿量为

𝐻 = 𝑃 2

2𝑚 − 𝛾𝑋

其中 𝛾 ∈ ℝ 为常数。

1. 写出相互作用绘景下态矢量 ∣𝜓(𝑡)⟩ 和时间演化算符 𝑈̃(𝑡) 满足的微分方程。

2. 该模型可以严格求解，下面给出解的形式，其中 𝛼(𝑡) 未确定：

𝑈̃(𝑡) = exp(− i𝛼(𝑡)
ℏ ) exp(𝑖𝛾𝑃𝑡2

2𝑚ℏ ) exp(𝑖𝛾𝑋𝑡
ℏ )

试确定相因子 𝛼(𝑡)，并给出 Schrödinger 绘景中的时间演化算符 𝑈(𝑡)。

三、 考虑氢原子模型，哈密顿量为

𝐻0 = 𝑃 2

2𝜇 − 𝑒2
𝑅

加上 𝑧 方向匀强磁场，哈密顿量变为

𝐻 = 𝐻0 + 𝜔 (𝐽𝑧 + 𝑆𝑧)

其中 𝐽𝑧 为总角动量的 𝑧分量，𝑱 = 𝑳+𝑺。在 C.S.C.O.{𝐻,𝐿2, 𝑆2, 𝐽2, 𝐽𝑧}中讨论该问题，假设初
态为 ∣𝑛 = 1, 𝑙 = 1, 𝑠 = 1/2, 𝑗 = 3/2,𝑚𝑗⟩，求演化后在 𝑡 > 0 时粒子处在能级 ∣𝑛′, 𝑙′, 1/2, 𝑗′,𝑚′

𝑗⟩
的概率。

回忆者注：本题中不应当把 𝜔 当做小量微扰做，应当严格求解。
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四、 考虑二维谐振子，用谐振子的升降算符 𝔞1, 𝔞2 表示哈密顿量为：

𝐻0 = ℏ𝜔 (𝑁1 +𝑁2 + 1) = ℏ𝜔 (𝔞†1𝔞1 + 𝔞†2𝔞2 + 1)

在此基础上增加微扰项：

𝐻′ = 𝜆 (𝔞1𝔞†2 + 𝔞†1𝔞2)

求：

1. 哈密顿量 𝐻 = 𝐻0 +𝐻′ 可严格求解，求出第二激发态的能量本征值；

2. 利用微扰论求出第二激发态的能量本征值，并与严格解比较。

五、 我们知道，时间反演算符对角动量的变换关系是

𝛩𝑱𝛩−1 = −𝑱

𝑱𝛩 |𝑧+⟩ = −𝛩𝑱 |𝑧+⟩ = −ℏ
2𝛩 |𝑧+⟩

因此 𝛩 |𝑧+⟩ ∝ |𝑧−⟩，时间反演算符将自旋 1/2 粒子的自旋上态和自旋下态互相变换：

𝛩 |𝑧+⟩ = 𝑒𝑖𝛼+ |𝑧−⟩ , 𝛩 |𝑧−⟩ = 𝑒𝑖𝛼− |𝑧+⟩

其中 𝛼+ 和 𝛼− 为实常数。做最简单的假定，若 𝛼+ = 𝛼− = 0，则

𝛩 |𝑧+⟩ = |𝑧−⟩ , 𝛩 |𝑧−⟩ = |𝑧+⟩

将时间反演算符作用在 |𝑥+⟩ 态上，得到

𝛩 |𝑥+⟩ = 1√
2
(𝛩 |𝑧+⟩ + 𝛩 |𝑧−⟩) = 1√

2
(|𝑧−⟩ + |𝑧+⟩) = |𝑥+⟩

同理可得 𝛩 |𝑥−⟩ = − |𝑥−⟩，但这并不符合我们的预期。试求 𝑒𝑖𝛼+ 和 𝑒𝑖𝛼− 的关系，使得对于任

意方向的自旋态 |𝑛±⟩，时间反演算符的作用满足 𝛩 |𝑛±⟩ ∝ |𝑛∓⟩。

六、 考虑匀强外磁场中的原子，定义赝动量

𝑲 = 𝑷 − 𝑞𝑨+ 𝑞𝑩 ×𝑹

其中磁场沿 𝑧 方向
𝑩 = 𝐵𝒆𝑧, 𝑨 = 1

2𝑩 ×𝑹

1. 求赝动量各分量的对易关系；
2. 定义平移算符

𝑈(𝒂) = 𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝒂 ⋅ 𝑲
ℏ )

则 𝑈(𝒂) 和 𝑈(𝒃) 之间并不一定对易，具体地有

𝑈(𝒂)𝑈(𝒃) = 𝑈(𝒃)𝑈(𝒂)𝑒𝑥𝑝(−𝑖(𝒂 × 𝒃)𝑧
𝑙2 )

其中 𝑙 = √ ℏ
|𝑞|𝐵，试证明之。

回忆者注：考试过程中补充条件 𝑞 < 0。
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