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【答题中可能用到的数学关系：∫ ∞

0

xp−1e−xdx = Γ(p)

∫ ∞

0

xpe−x2

dx =
1

2
Γ
(p+ 1

2

)
∫ ∞

0

xp−1

ex − 1
dx = Γ(p)ζ(p)；

∫ ∞

0

xp−1

ex + 1
dx =

(
1− 1

2p−1

)
Γ(p)ζ(p)，∫ ∞

0

xpex

(ex + 1)2
dx = p

∫ ∞

0

xp−1

ex + 1
dx =

(
1− 1

2p−1

)
Γ(p+ 1)ζ(p)，

其中 Γ(p) 是欧拉 Γ 函数。Γ(p+ 1) = pΓ(p)；当 p 是整数时 Γ(p+ 1) = p!；
Γ(1/2) =
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∑∞
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−p 是黎曼 ζ 函数。ζ(3/2) ≃ 2.612，ζ(2) = π2/6,
ζ(5/2) ≃ 1.3415，ζ(3) ≃ 1.202，ζ(4) = π4/90，ζ(5) ≃ 1.037。】

一、 在强相对论极限下，无相互作用系统中动量为 p 的粒子能量为 ε(p) = c|p|，
式中 c 为真空光速。系统的体积为 V，温度为 T，且不考虑粒子全同性。

1. 求此系统的单粒子态密度。
2. 求系统的内能和熵。
3. 求系统的等容热容 CV 和等压热容 Cp。

参考答案：

1. 态密度
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3. 热容
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二、 一个无序系统具有 N 个粒子，每个粒子可以处在两个量子态上。第 i 个粒
子的两个量子态的能量分别为 0 和 εi(εi > 0)。不考虑粒子之间的相互作用
和粒子的全同性。体系的温度为 T。

1. 求系统的配分函数。

2. 如果所有的 εi 都等于 ε 的话，求系统的平均能量和熵。

3. 同上一小题，求系统的热容，并写出在高温和低温极限下热容和温度
的关系。

4. 当系统具有很大的无序时，可以假设这些 εi 均匀的分布在 0 到 εM

（εM ≫ kBT）之间。求这种无序系统的热容。

参考答案：
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]
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3. 热容
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三、 沿 z 轴外加磁场 B = Bêz，在 x− y 平面内电子运动的哈密顿量为

h(r, p) = [p + eA(r)]2
2m

其中 r = (x, y, 0)、p = (px, py, 0) 分别为电子的位置和动量，m 和 e 则分别
是电子质量和电荷。A(r)是磁矢势，满足 B = ∇×A。在强磁场下，电子运
动的本征能级为 Landau 能级：εn = (n + 1/2)h̄ωc，其中 n = 0, 1, 2, 3, · · ·，
ωc = eB/m 为回旋频率。面积为 A 的系统中每个 Landau 能级的简并度
ΩL = ABe/h，h 为 Planck 常数。体系的温度取为 0K。为简单起见，本题
不考虑电子自旋对能量的影响，也不考虑自旋简并度。

1. 求在没有外加磁场时，二维自由电子气的 Fermi 能 εF 以及总能量
U0(N) 和电子数 N 的关系。

2. 加上很强的磁场，使得所有电子都处在 n = 0 的 Landau 能级上。求
这种情况下电子数 N 的范围，并求在此范围内系统总能量改变量
∆U(N,B) = U(N,B)− U0(N) 和电子数的关系。

3. 证明当电子正好填满整数个 Landau 能级时，∆U(N,B) = 0。

4. 证明在保持磁场不变时，∆U(N,B) 是电子数的周期函数，并求出
∆U(N,B) 的表达式。

参考答案



1.

N =

∫
d2pd2r

h2
=

πA

h2
p2F

εF =
p2F
2m

=
h2

2πmA
N

U =

∫
εp
d2pd2r

h2
=

Aπ

mh2

∫ pF

0

p3dp =
Aπ

4mh2
p4F

=
Aπ

4h2

h4N2

π2A2
=

h2N2

4mπ2A

2. N ≤ ΩL 时，所有电子都处在 n = 0 的 Landau 能级上。
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3. 当电子正好占满第 ν 个 Landau 能级时，N = (ν +1)ΩL，系统能量为
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∆U(N,B) = U(N,B)− U0(N) = 0

4. N = (ν + 1)ΩL +∆N，0 ≤ ∆N ≤ ΩL
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因此 ∆U 只和 ∆N 有关，即 ∆U 是 N 的周期函数。

四、 体积为 V 的容器中有 N 个质量为 m 的原子。在静止时，原子可以发射频
率为 ω0 的电磁波。容器外有一探测器，可以探测原子发出的电磁波。由
于 Doppler 效应当原子沿 x 方向运动速度为 vx 时，探测器监测到的频率
ω 为

ω − ω0

ω0

=
vx
c

其中 c 是光速。体系的温度为 T。

2023—2024 学年 第二学期 第 二 页（共 三 页）



1. 求原子的单粒子配分函数。

2. 求原子的速度分布。

3. 求由于 Doppler 效应导致的频率展宽 ∆ω2。

参考答案

1. 单粒子配分函数
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3. 频率展宽
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五、 体积为 V 的光晶格中有 N 个格点。自旋为零、质量为 m 的玻色子在晶格
中可以有两种状态：1) 被约束在某个格点上，此时能量为 −ε（ε > 0），由
于相互作用，一个格点上最多只能有一个粒子。2) 自由地在整个空间移动，
此时粒子可以看成是自由粒子，色散关系为 ε(p) = p2/(2m)，其中 p 是粒
子动量。不考虑其它相互作用，系统温度为 T。

1. 假设系统的化学势为 µ，求系统的巨配分函数的对数 lnΞ。可以保留
积分表达式，不必求出具体的积分。

2. 同上一小题，求处在格点上的粒子数。

3. 求发生玻色－爱因斯坦凝聚的最低粒子密度。

参考答案：



1. 巨配分函数
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2. 处在格点中的粒子数 nL

NL = − ∂ lnΞ
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=
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3. 动量为 p 的粒子数为

np = − ∂ lnΞ
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=

1
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发生玻色－爱因斯坦时，µ = 0，粒子数最小值为
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