
中国科学技术大学 2024 年 11 月 17 日 9:00 - 11:20

2024秋理论力学(A)期中考试
注意事项：

1. 本次考试为闭卷考试；

2. 考试范围：运动学、拉格朗日力学、小振动.

解答题

1. (12 分) 已知一个六维场 𝜓 ∶ {𝑬,𝑩}，场的拉格朗日密度为：

ℒ = 𝜀0𝑬 ⋅ ∂𝑡𝑩+ 1
2𝜀0𝑬 ⋅ (∇ ×𝑬) + 1

2𝜇0
𝑩 ⋅ (∇ ×𝑩) − 𝑱 ⋅ 𝑩

其中 𝑱(𝒙, 𝑡) 是已知的电流密度分布，求场的演化方程.

2. (18 分)

（1）已知一个一维势场 𝑈 = 𝐷(e−2𝛼𝑥 − 2e−𝛼𝑥)，其中 𝐷,𝛼 > 0. 画出粒子在场中的速
度-位置的典型相图，并求解粒子在平衡位置 𝑥 = 0 附近的运动周期；(12 分)
（2）已知一个一维势场 𝑈 = −𝑘𝑥2，其中 𝑘 > 0，画出粒子在场中的速度-位置的典型

相图. (6 分)
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3. (25 分) 考虑一个带电粒子在电磁场中运动，其中电场强度 𝑬 = 𝐸 ̂𝑥2，磁场强度 𝑩 = 𝐵 ̂𝑥3，

粒子的质量为 𝑚，电荷量为 𝑒.

（1）已知粒子的广义势能可以写为 𝑈 = 𝑚𝜔𝑥2 ̇𝑥1−𝑚𝜔(𝑥1−2𝑣𝐸𝑡) ̇𝑥2，试确定常数 𝜔, 𝑣𝐸；

（2）用广义坐标 𝑞1 = 𝑥1 − 𝑣𝐸𝑡, 𝑞2 = 𝑥2, 𝑞3 = 𝑥3 描述粒子的运动，试证明粒子的拉格

朗日量可以写为

𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) = 1
2𝑚( ̇𝑞12 + ̇𝑞22 + ̇𝑞32) + 𝑚𝜔(𝑞1 ̇𝑞2 − 𝑞2 ̇𝑞1)

并求出 𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) 对应的雅可比积分 ℎ(𝑞, ̇𝑞, 𝑡).

（3）对粒子进行坐标变换 𝑄1 = 𝑞1 cos 𝜃 − 𝑞2 sin 𝜃, 𝑄2 = 𝑞1 sin 𝜃 + 𝑞2 cos 𝜃, 𝑄3 = 𝑞3，试
证明该变换试对称变换，并写出运动常数.

（4）对粒子进行做变换 𝜉1 = 𝑞1 cos𝜔𝑡 − 𝑞2 sin𝜔𝑡, 𝜉2 = 𝑞1 sin𝜔𝑡 + 𝑞2 cos𝜔𝑡, 𝜉3 = 𝑞3，写
出该变换下的三个运动常数.

4. (20 分) 如下图所示，在一个半径为 𝑅+ 𝑟 的半圆槽中放有一个底面半径为 𝑟 的圆柱，圆柱

质量为 𝑚，圆柱中心用轻质细绳连接一个质量为 𝑀 = 𝑚
2 的小球，细绳的半径为 𝑙 = 4

3𝑅.
现在将小球拉起，细绳绷直拉开一个小角度 𝜖 释放，已知运动过程中圆柱与半圆槽间没有
相对滑动，求：

（1）系统的简正频率和简正模；

（2）刚释放时圆柱与小球各自的加速度.
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5. (16 分) 如下图所示，在一个质量为 𝑀 的斜劈上放有一个质量为 𝑚 的球，斜劈底部光滑，
球的半径为 𝑅，运动过程中球不滑动. 试用拉格朗日乘子法求斜劈的加速度和球受到的摩
擦力. 广义坐标选用斜劈向左运动的位移 𝑥、球沿斜劈向下的位移 𝑦 和球滚动转过的角度
𝜃.

6. (14 分) 如下图所示，六个质量为 𝑚 的小球用铰链和轻杆拼接成一个正六边形，杆长为 𝑎.
在初始时刻对六边形的其中一条边的中点垂直施加一个作用时间很短的力，力给系统的冲

量为 𝐼，求最终系统获得的动能.
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