
中国科学技术大学 2025 年 1 月 12 日 8:30 - 10:50

2024秋理论力学(A)期末考试
注意事项：

1. 本次考试为闭卷考试；

2. 考试范围：中心力与散射、哈密顿力学、刚体动力学.

一、力学量的泰勒展开 (15 分)

已知体系的哈密顿量为

𝐻 = (𝑝1 − 𝑝2
2𝑞1

)
2
+ 𝑝2 + (𝑞1 + 𝑞2)2

试用力学量的泰勒展开求 𝑞21(𝑡) 和 𝑞1(𝑡)+ 𝑞2(𝑡) 随时间的演化. 已知 𝑡 = 0 时，𝑞1 = 𝑝1 = 1, 𝑞2 =
𝑝2 = 0.
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二、哈密顿正则方程 (15 分)

已知某一维体系的运动学方程可以写为

̈𝑞 + 𝐹(𝑞) ̇𝑞2 +𝐺(𝑞) = 0

其中 𝐹(𝑞),𝐺(𝑞) 是已知函数.

1. 对于上述体系，我们取哈密顿量为

𝐻 = 𝑝2
2𝑓(𝑞) + 𝑔(𝑞)

其中 𝑓(𝑞) = e−2∫𝐹(𝑞)d𝑞
，𝑔(𝑞) 是某种形式的函数. 试证明运动学方程可由哈密顿量 𝐻 对

应的正则方程导出，并求出 𝑔(𝑞) 的具体形式；

2. 若某一维体系的运动学方程为 ̈𝑞 + ̇𝑞2 + 𝑞 = 0，试由上述结果写出体系对应的哈密顿量.
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三、正则变换 (20 分)

已知某一维体系中质量为 𝑚 的粒子哈密顿量为 𝐻 = 𝑝2
2𝑚 −𝑚𝑔𝑞 的体系，考虑正则变换

𝑄 = 𝑞 − 𝑝𝑡
𝑚 + 𝑔𝑡2

2 , 𝑃 = 𝑝 −𝑚𝑔𝑡

1. 求正则变换对应的第二类生成函数 𝐹2(𝑞, 𝑃 , 𝑡)；

2. 根据第二类生成函数 𝐹2 求出变换后的新哈密顿量（用 𝑄,𝑃 , 𝑡 表示）.
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四、哈密顿-雅可比方程 (10 分)

已知质量为 𝑚 电荷量为 𝑒 的带电粒子在静磁场 ⃗⃗⃗ ⃗⃗𝐵 = 𝐵 ̂𝑒𝑧 中的哈密顿量可以写成如下形式
（采用高斯单位制）：

𝐻 = 1
2𝑚( ⃗𝑝 − 𝑒 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴)2

在合适的规范下我们选取 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴 = (−𝐵𝑦, 0, 0).

1. 求体系的哈密顿特征函数所满足的条件，即哈密顿主函数 𝑆 = 𝑊 + 𝑇 中 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑧) 所
满足的方程；

2. 利用分离变量法，求出 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑧) 的具体形式；

3. 利用哈密顿-雅可比方程求解粒子位置随时间的演化，即 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) 的具体形式.
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五、刚体动力学 (20 分)

如图所示，半径为 𝑅 、质量为 𝑚 的均匀球体与顶部 𝑂 被轻杆连接，顶点 𝑂 到球体中心 𝐶
的距离为 𝑙 = 2𝑅. 以球心为原点建立本体系，𝑂𝐶 连线方向为 𝑧 轴，球以角速度 ⃗⃗ ⃗⃗𝜔 = 𝜔0 ̂𝑧 自转.
从 𝑂 点作竖直向下的直线 𝑂𝑂′，定为空间系的 𝑧′ 轴. 球的章动角 𝜃 = 𝜃0.

1. 写出球在本体系的转动惯量张量；（提示：球的主转动惯量为 2
5𝑚𝑅2）

2. 写出球的哈密顿量，证明进动角、自转角对应的共轭动量 𝑝𝜑, 𝑝𝜓 为守恒量，并计算其具
体值；

3. 若 𝜃0 = 60∘, 𝑅𝜔2
0 = 132𝑔，其中 𝑔 为重力加速度，求球在运动过程中动能的最大值.
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六、中心力与散射 (20 分)

已知空间中存在一中心力，其势能为半径为 𝑅 的球形势阱，即势能函数满足

𝑈(𝑟) =
⎧{
⎨{⎩

−𝑈0, 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑅
0, 𝑟 > 𝑅

已知粒子从无穷远处射入，无穷远处粒子动量为 𝑝0，动量臂 𝑏 < 𝑅 时粒子会进入势阱，势阱中
粒子的动量为 𝑝 = 2𝑝0.

1. 画出粒子在 𝑏 < 𝑅 时的运动轨迹，并计算粒子进入势阱后距离力心的最小距离 𝑑；

2. 写出散射角 𝛩 与动量臂 𝑏 之间的关系 𝛩(𝑏)，并画出 𝛩(𝑏) 的图像；

3. 利用 𝛩(𝑏) 反解出 𝑏(𝑥)，其中 𝑥 = cos 𝛩2；

4. 求微分散射截面 d𝜎
d𝛺 与散射角 𝛩 的关系，并画出图像；

5. 将 d𝜎
d𝛺 对立体角 d𝛺 积分计算散射截面 𝜎.
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