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注意: 本次考试为开卷考试.
试卷共六题,任选五题. 每题均为 20分.

问题 1 设量子系统的 Hamilton量为𝐻 . 𝐻 与时间无关. 在 𝑡 = 0的初始时刻,系统
处于状态 |𝜓⟩. 经过一段很短的时间 𝛿𝑡之后,发现系统仍然处于初态 |𝜓⟩的概率记
作 𝑝(𝛿𝑡). 证明

𝑝(𝛿𝑡) = 1 − (Δ𝐻)2(𝛿𝑡)2/ℏ2 + 𝒪((𝛿𝑡)4),

其中 Δ𝐻 是 Hamilton量的标准方差,即 (Δ𝐻)2 = ⟨𝐻2⟩ − ⟨𝐻⟩2,这里的期望值是在
初态 |𝜓⟩上计算的.

一般地,初态 |𝜓⟩未必是𝐻 的本征态,我们可以把它制备成某个观测量 𝐴的一
个本征态. 概率 𝑝(𝛿𝑡)来自于 𝛿𝑡时刻对 𝐴的测量.

问题 2 设一维谐振子的初态为

|𝜓(0)⟩ = cos 𝜃
2 |0⟩ + sin 𝜃

2 |1⟩

其中 |0⟩是谐振子的基态, |1⟩是第一激发态. 令 𝜌(𝑡) = |𝜓(𝑡)⟩⟨𝜓(𝑡)|,其中 |𝜓(𝑡)⟩是
𝑡时刻谐振子的量子态.

(1) 在时刻 𝜏 ,有 𝜌(𝜏) = 𝜌(0),求 𝜏 的最小值.

(2) 计算从 0时刻到 𝜏 时刻演化过程中的几何相.
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问题 3 一维运动的粒子处于

|𝜓⟩ = |𝜑0⟩ + ei𝛾𝑈(𝑎) |𝜑0⟩ ,

注意 |𝜓⟩未归一,其中 𝑈(𝑎) = e−i𝑎𝑃 /ℏ 是空间平移算子, |𝜑0⟩在位置表象中的波函
数是

𝜑0(𝑥) = 1
(2𝜋𝛿2)1/4 exp{ − 𝑥2

4𝛿2 }.

(1) 在什么条件下可以认为 ⟨𝜑0|𝑈(𝑎)|𝜑0⟩近似为零?
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在

:::
以
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下

:::
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::
题

::
中

:::
假

::
设

:::::::::::::::
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:::
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::
以

::
忽

:::
略.

(2) 给出与量子态 |𝜓⟩对应的概率密度 |𝜓(𝑥)|2. 我们能否通过测量粒子的位置来
确定 |𝜓⟩中的相位 𝛾?

(3) 求出动量表象中粒子的概率密度.

(4) 设另有一个混合系综,其中 |𝜑0⟩和 𝑈(𝑎) |𝜑0⟩的概率均为 1/2,即

𝜌 = { |𝜑0⟩ , 𝑝1 = 1
2 ; 𝑈(𝑎) |𝜑0⟩ , 𝑝2 = 1

2},

如何通过测量区分纯态 |𝜓⟩和混合态 𝜌?

问题 4 粒子在三维空间中运动,它的波函数设为

𝜓(𝐫) = 𝑥𝑦𝑓(𝑟),

其中 𝑓(𝑟)是径向距离 𝑟的函数,与角度无关.

(1) 𝜓(𝐫)是轨道角动量 𝐿𝑥, 𝐿𝑦或 𝐿𝑧的本征函数吗?

(2) 𝜓(𝐫)是 𝐿2的本征态吗? 如果是的,那么相应的轨道量子数 𝑙等于多少?

(3) 令 𝑈(𝜙) = e−i𝜙𝐿𝑧/ℏ,计算 𝑈(𝜙)对波函数 𝜓(𝐫)的变换结果.
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问题 5 自旋 1/2粒子质量为 𝑚,带电量为 𝑞,置于匀强磁场 𝐁 = 𝐵𝐞𝑧 中. 粒子的自旋
磁矩为

𝝁 = 𝑔𝑞
2𝑚𝐒,

其中 𝑔为 𝑔-因子.

(1) 定义螺旋度算子 (helicity operator) 𝝈 ⋅ 𝐕. 证明,当 𝑔 = 2时,螺旋度算子是守恒
量.

(2) 假设 𝑔 ≠ 2. 𝑡 = 0时刻粒子进入磁场,此时速度 𝐕的方向与磁场方向垂直,自
旋角动量 𝐒的方向与速度 𝐕的方向一致. 计算 𝑡时刻粒子的自旋方向与速度
方向的夹角.

问题 6 考虑两维谐振子,用升降算子表示它的 Hamilton量:

𝐻0 = ℏ𝜔(𝔞†
1𝔞1 + 𝔞†

2𝔞2),

其中

[𝔞𝑖, 𝔞𝑗] = 0, [𝔞†
𝑖 , 𝔞†

𝑗 ] = 0, [𝔞𝑖, 𝔞†
𝑗 ] = 𝛿𝑖,𝑗𝟙.

另有微扰项

𝐻′ = 𝜆(𝔞†
1𝔞2 + 𝔞†

2𝔞1)

(1) 求解两维谐振子第二激发态能级的一阶修正.

(2) 给出 Hamilton量𝐻 = 𝐻0 + 𝐻′能级的严格解.
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