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中国科学技术大学物理学院
2022～2023 学年第二学期考试试卷

课程名称： 热力学与统计物理（A） 课程代码：

开课院系： 物理学院 考试形式： 闭卷

姓名： 学号： 专业：

一、 一个系统中有 N 个可分辨的粒子，每个粒子可以处在 |0⟩ 和 1⟩ 两个量子
态上。这两个态的能量分别是 0 和 ε。体系的温度为 T。

1. 求系统的内能 U 和熵 S。

2. 量子态能量不变，求系统的热容。

3. 求系统中处于 |0⟩ 和 |1⟩ 两个态的粒子数 n0 和 n1 的平均值。

4. 求粒子数 n0 和 n1 的涨落。

参考答案：

1.

z = 1 + e−βε

U = −N
(∂ ln z

∂β

)
=

Nε

eβε + 1

S = NkB ln z +
U

T
= NkB ln(1 + e−βε) +NkB

βε

eβε + 1

2.

C =
(∂U
∂T

)
= NkB

( ε

kBT

)2 eβε

(eβε + 1)2



3.

U = n0 × 0 + n1 × ε = n1ε

n1 = U/ε = N
1

eβε + 1

n0 = N − n1 = N1 − n1 = N
eβε

eβε + 1

4.

∆n2
1 =

( ∂n1

∂(−βε)

)
= N

eβε

(eβε + 1)2

∆n2
0 = n2

0 − n0
2 = (N − n1)2 − (N − n1)

2

= N2 − 2Nn1 + n2
1 − (N2 − 2Nn1 + n1

2)

= (N2 − 2Nn1 + n2
1 − (N2 − 2Nn1 + n1

2)

= n2
1 − n1

2 = ∆n2
1 = N

eβε

(eβε + 1)2
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二、 吸附在固体表面上的氢分子可以绕垂直于表面的轴（z-轴）转动。这种转动
的本征态可以用角动量量子数 lz 表征，相应的本征能量为 εlz = h̄2l2z/(2I)

。其中 I 为转动惯量，角动量量子数的取值范围是 lz = 0,±1,±2, · · · 。假
设有 N 个氢分子被吸附在表面，系统温度为 T。不考虑分子直接的相互作
用。

1. 请写出这种氢气分子的转动自由度的单粒子配分函数。

2. 请写出 |lz| = 1 和 lz = 0 氢分子粒子数之比。

3. 求在高温极限下（kBT ≫ h̄2/(2I)）转动自由度对内能和热容的贡献。

参考答案：

1.

z =
∞∑

lz=−∞

e−h̄2l2z/(2IkBT ) =
∞∑

lz=−∞

e−l2zΘr/T Θr = h̄2/(2IkB)

2.

a|lz |=1

alz=0

=
alz=1 + alz=−1

alz=0

=
2e−12Θr/T

e−02Θr/T
= 2e−Θr/T

3.

z =

∫ ∞

−∞
dlze

−l2zΘr/T =

√
T

Θr

∫ ∞

−∞
dxe−x2

=

√
πT

Θr

U = NkBT
2
(∂ ln z

∂T

)
= NkBT

2 1

2T
=

1

2
NkBT

C =
(∂U
∂T

)
=

1

2
NkB



三、 低温低密度时，二维电子会在空间中规则地排列成三角格子，形成 Wigner
晶体。Wigner 晶体的振动模式可以用声子描述，其色散关系为 ε(p) =

c
√

|p|，其中 c 是常数，p 是声子（准）动量。声子是玻色子，服从玻色统
计。在二维中，声子具有两种模式，分别对应横波和纵波。

1. 求单位面积里声子态密度。

2. 求单位面积里声子的总能量和温度 T 的关系。

3. 求单位面积里声子的热容和温度的关系。

参考答案：

1.

g(ε) = 2

∫
δ[ε− ε(p)]d

2pd2r

h2
=

4π

h2

∫
δ(ε− c

√
p)pdp

=
4π

h2

p

cp−1/2/2

∣∣∣
p=(ε/c)2

=
8π

h2c4
ε3

2. 低温下

U =

∫ ∞

0

εg(ε)
1

eβε − 1
dε =

8π

h2c4

∫ ∞

0

ε4

eβε − 1
dε

=
8π

h2c4
(kBT )

5

∫ ∞

0

x4

ex − 1
dx ∝ T 5

3.

C =
(∂U
∂T

)
=

40π

h2c4
k5
BT

4

∫ ∞

0

x4

ex − 1
dx ∝ T 4
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四、 一个晶格里有 N 个格点，不考虑不同格点的耦合，每个格点的能量为

E = (n↑ + n↓)ε+ Un↑n↓，

其中 ε 和 U 分别是单电子能量以及 Coulomb 相互作用能量，都是大于
零的常数。n↑ 和 n↓ 则是这个格点上自旋向上和自旋向下电子数目。由于
Pauli 不相容原理，n↑ 和 n↓ 只能是 0 或者 1。

1. 求系统温度为 T、化学势为 µ 时，每个格点上的平均电子数 n =

n↑ + n↓。画出温度为零时 n 和 µ 的关系。

2. 证明每个格点上 n2
↑ = n↑ 。

3. 请计算局域磁矩 m2 = (n↑ − n↓)2。

4. 画出温度为零时 m 和 µ 的关系。

参考答案：

1.

Ξ = [1 + 2e−β(ε−µ) + e−β(2ε+U−2µ)]N

n =
1

N

( ∂ lnΞ

∂ − βε

)
=

2e−β(ε−µ) + 2e−β(2ε+U−2µ)

1 + 2e−β(ε−µ) + e−β(2ε+U−2µ)

β = ∞
=


0 µ < ε

1 ε < µ < 2ε+ U

2 µ > 2ε+ U

2. 因为 n↑ 只能是 0或者 1，这两个值都满足 n2
↑ = n↑，所以 n2

↑ = n↑。同
理，n2

↓ = n↓。

3-4.

m2 = (n↑ − n↓)2 = n2
↑ + n2

↓ − 2n↑n↓

= n↑ + n↓ − 2n↑n↓ = n− 2
( ∂ lnΞ

∂ − βU

)
=

2e−β(ε−µ) + 2e−β(2ε+U−2µ)

1 + 2e−β(ε−µ) + e−β(2ε+U−2µ)
− 2

e−β(2ε+U−2µ)

1 + 2e−β(ε−µ) + e−β(2ε+U−2µ)

=
2e−β(ε−µ)

1 + 2e−β(ε−µ) + e−β(2ε+U−2µ)

=


0 µ < ε

1 ε < µ < 2ε+ U

0 µ > 2ε+ U



五、 一个底面积为 A，高度为 H 的圆柱形容器内有由 N 个质量为 M 的原子
组成的气体。系统温度为 T。假设高度 H 不大，重力加速度 g 保持不变。

1. 在不考虑重力时，求体系的等容热容。

2. 求系统的内能 U。

3. 求系统的等容热容 CA,H。

4. 利用以上结果，解释为何在实验室中研究气体性质时通常不需要考
虑重力的影响。典型气体原子质量 m ∼ 5 × 10−26 kg，kB = 1.38 ×
10−23 J/K。

参考答案：

1. 不考虑重力的影响，

ε =
p2

2m

z =

∫
e−βε(p)d

3pd3r

h3
= AH

(2πmkBT

h2

)3/2

U = NkBT
2
(∂ ln z

∂T

)
= 3NkBT/2

CAH =
(∂U
∂T

)
AH

=
3NkB

2

2.

ε = ε(p, r) = p2

2m
+mgz

z =

∫
e−βε(p,r)d

3pd3r

h3
=

4πA

h3

∫ ∞

0

e−p2/(2mkBT )p2dp

∫ H

0

e−mgz/(kBT )dz

=
4πA

h3
(2mkBT )

3/2

∫ ∞

0

x2e−x2

dx× (kBT/mg)

∫ mgH/kBT

0

e−tdt

= A
(2πmkBT

h2

)3/2kBT
(
1− e−mgH/kBT

)
mg

= A
(2πmkBT

h2

)3/2kBT
(
1− e−ΘH/T

)
mg

ΘH = mgH/kB

U = NkBT
2
(∂ ln z

∂T

)
= NkBT

2
(3
2

1

T
+

1

T
− ΘH

T 2

e−ΘH/T

1− e−ΘH/T

)
=

5NkBT

2
−NkBΘH

1

eΘH/T − 1

3.

CAH =
(∂U
∂T

)
AH

=
5NkB

2
−NkB

(ΘH

T

)2 eΘH/T

(eΘH/T − 1)2
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4. 在实验室里，H ∼ 1 m，ΘH = mgH/kB ∼ 0.05 K。因此一般有
ΘH/T ≪ 1，

U ≃ 5NkBT

2
−NkBΘH

1

ΘH/T
=

3NkBT

2

CAH ≃ 5NkB
2

−NkB

(ΘH

T

)2 1

(ΘH/T )2
=

3NkB
2

因此在实验室中可以忽略重力的作用。


