
中国科学技术大学 2024 年 1 月

2023秋广义相对论期末考试
注意事项：

1. 本次考试为开卷考试；

2. 本文档根据评课社区回忆内容结合课程进行 AI 生成，并非真题，模型：Gemini 3；

解答题

1. 考虑一个静态球对称的弱引力场，其线元形式如下：

𝑑𝑠2 = −(1 − 2𝛼𝐺𝑀
𝑟 )𝑑𝑡2 + (1 + 2𝛾𝐺𝑀

𝑟 )𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝛺2 (1)

其中 𝑀 为中心天体质量，𝛼 和 𝛾 为常数参数.

（1）利用测地线方程或拉格朗日量守恒律，写出光子在赤道平面 (𝜃 = 𝜋/2) 运动的能
量守恒方程和角动量守恒方程.
（2）推导光子的轨道微分方程 𝑢(𝜙)，其中 𝑢 = 1/𝑟. 保留到 𝐺𝑀 的一阶项（弱场近似）

.
（3）设光子从无穷远处入射，瞄准距离（Impact Parameter）为 𝑏. 计算光线掠过大质

量天体后的总偏折角 𝛿𝜙.
（4）结合结果说明：如果通过观测测得光线偏折角为爱因斯坦预言值 4𝐺𝑀/𝑏𝑐2，这是

否足以证明广义相对论的正确性？（提示：讨论参数 𝛼 和 𝛾 对结果的贡献）.
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2. 在黎曼几何中，自由粒子（或光子）沿测地线运动. 定义粒子运动的作用量 𝑆 为路径长度
（或固有时的积分）：

𝑆 = ∫
𝜆2

𝜆1

𝐿(𝑥𝜇, ̇𝑥𝜇)𝑑𝜆 (2)

选取拉格朗日量为 𝐿 = 1
2𝑔𝜇𝜈 ̇𝑥𝜇 ̇𝑥𝜈，其中 ̇𝑥𝜇 = 𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆 ，𝜆 为仿射参数.

（1）写出欧拉-拉格朗日方程（Euler-Lagrange Equation）的一般形式：

𝑑
𝑑𝜆 ( ∂𝐿

∂ ̇𝑥𝜎) − ∂𝐿
∂𝑥𝜎 = 0 (3)

（2）计算 ∂𝐿
∂ ̇𝑥𝜎 和

∂𝐿
∂𝑥𝜎 的具体表达式. （注意：度规张量 𝑔𝜇𝜈 是坐标 𝑥 的函数）.

（3）将上述结果代入欧拉-拉格朗日方程，并利用度规的对称性，详细推导并证明测地
线方程为：

𝑑2𝑥𝜎

𝑑𝜆2 + 𝛤𝜎
𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆
𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆 = 0 (4)

其中 𝛤𝜎
𝜇𝜈 = 1

2𝑔
𝜎𝜌(∂𝜇𝑔𝜈𝜌 + ∂𝜈𝑔𝜇𝜌 − ∂𝜌𝑔𝜇𝜈) 是克里斯托费尔符号.
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3. 考虑一个由三个黑洞组成的系统：一个质量为 𝑀 的超大质量黑洞静止在原点，两个质量均
为 𝑚 (𝑚 ≪ 𝑀) 的恒星级黑洞在同一平面内绕 𝑀 作圆周运动. 这两个小黑洞始终位于直
径的两端（即相位差为 180∘），轨道半径均为 𝑅.

（1）分析其中一个小黑洞 𝑚 的受力情况（考虑中心黑洞 𝑀 的引力和另一个小黑洞 𝑚
的引力）. 利用牛顿力学推导该系统的轨道角速度 𝜔 的表达式.
（2）建立坐标系，设轨道平面为 𝑥𝑦 平面. 计算该双小黑洞系统（不包括静止的 𝑀）的

质量四极矩张量 𝑄𝑖𝑗 的非零分量.
（提示：𝑄𝑖𝑗 = ∑

𝐴
𝑚𝐴(3𝑥𝐴

𝑖 𝑥𝐴
𝑗 − 𝑟2𝐴𝛿𝑖𝑗). 利用 𝑥1 = −𝑥2 的对称性简化计算）.

（3）根据四极辐射公式 𝑃 = 𝐺
5𝑐5 ⟨𝑄⃛𝑖𝑗𝑄⃛𝑖𝑗⟩，计算该系统发射引力波的平均功率 ̄𝑃 .

（4）如果忽略中心黑洞 𝑀，仅考虑这两个小黑洞在相互引力作用下绕共同质心（相距
2𝑅）旋转，其引力波辐射功率 𝑃binary 是多少？比较两种情况下的辐射效率差异.
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