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一、 考虑一个氢汽车的加气问题。假设在加气站里氢气存储在压强保持

在 200 个大气压、温度为室温（300K）的大储气罐里。加气过程可等

效为大储气罐压强不变的气体注入过程。加气前车上气瓶的压强为 1 个

大气压，温度也为室温。过一个绝热的管把储气罐和气瓶连在一起，当二

者压强相等时加气结束。把氢气当成是理想气体，室温附近摩尔等容热容

为 5R/2。

【提示：理想气体常数 R = 8.31 J/(mol· K)，一个大气压为1× 105 Pa。】

1. 如果采用快速充气，那么充气过程和外界的热交换可以忽略不计。假

设车上气瓶体积为 200 升，求用此方案加入氢气的摩尔数。

2. 为了安全起见，加气过程中气体温度不能超过 80◦C。那么是否可以

采用上述的快速充气？请说明理由。

3. 当车上气体温度达到 80◦C 后降低加气速度，以保持气瓶内气体温度

不变。求此方案下加入氢气的摩尔数。



1.

pV = NRT

U = Nu = NcV T = N
5R

2
T =

5

2
NRT =

5

2
pV

∆U = Uf − Ui = Nfuf −Niui =
5

2
(pfV − piV )

= ∆Nui + pf∆V = ∆Nui + pf∆NRTi/pf = ∆N(ui +RTi) =
7

2
∆NRTi

∆N =
5(pfV − piV )

7RTi
= 1.155× 103(mol)

Ni = piV/RTi = 8.13(mol) Nf = Ni + ∆N = 1.163× 103(mol)

2.

Tf = pfV/(NfR) = 419.16(K) = 146(◦C)

快速加气结束后温度超过 80 ◦C，因此不能采用这种加气方案。

3. Tf = 80◦C = 353.16K

NfRTf = pfV Nf = 1.381× 103(mol)

∆N = Nf −Ni = 1.373× 103(mol)
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二、 开启暖气后，一个体积为 V 的房间的温度从 Ti 升高到 Tf。室内空气的压

强保持在一个大气压，把空气当成理想气体。N 摩尔空气，在温度为 T，

体积为 V 时的熵为

S = N
[
s0 +

5R

2
lnT +R ln

V

N

]
，

其中s0 为常数。

1. 求暖气开启前后室内空气的内能改变。

2. 求暖气开启前后室内空气的熵改变 ∆S。

3. 不考虑漏热，求此过程中暖气提供的热量 ∆Q。

4. Tf ⇒ Ti = T 时，上一小问中的热量 ∆Q 和 T∆S 之间有什么差别？

为何会出现这种差别？

1.

CV = T
(∂S
∂T

)
NV

= 5NR/2

U(T, V,N) = U(T ) =

∫ T

0

CV τ = N [5RT/2 + u0]

u0为零温时的摩尔内能，通常取为零。

pV = NiRTi = NfRTf Nf = Ni(Tf/Ti)

∆U = Nfu0 −Niu0 +
5

2
[NfRTf −NiRTi] = Nfu0 −Niu0 +

5

2
(pV − pV )

= Nfu0 −Niu0

注：u0 = 0时，∆U = 0。按照这种回答也给分。

2.

∆S = Nf

[
s0 +

5R

2
lnTf +R ln

V

Nf

]
−Ni

[
s0 +

5R

2
lnTi +R ln

V

Ni

]
= (Nf −Ni)s0 +

5RNf

2
lnTf −

5RNi

2
lnTi +NfR ln

V

Nf

−NiR ln
V

Ni

3. 气体从暖气中吸热，保持压强不变，

dQ = N(T )cpdT

∆Q =

∫ Tf

Ti

pV

RT
cpdT =

pV

R
cp ln

Tf
Ti

4. 温度升高时，有部分气体漏到屋外，因此导致

dS =
dU

T
+
p

T
dV − µ

T
dN =

dH

T
− V dp− µ

T
dN

考虑气体熵改变时，除了吸热之外（∆H）的贡献，还需要考虑物质

的量改变的贡献。因此∆Q 和T∆S 并不相同。∆S = ∆Q
T
− µ

T
∆N。



三、 低温下，某顺磁盐的 Gibbs 函数为

G(T,H) = −CNT 3 −NkBT ln 2 cosh
µH

kBT

其中 N 为粒子数，T 为温度，H 为磁场强度，C，µ 和 kB 分别为常数，

粒子磁矩和 Boltzmann 常数。

【提示：磁性系统的元功表达式为 dW = −Hdµ0M。】

1. 求 CH 和 CM。

2. 保持温度为 T，等温地把磁场变成非常大（µH � kBT )，系统向环境

释放的热量 ∆Q。

3. 在上述过程完成后，绝热地把磁场变为零，求系统最低的可能温度。

1.

S = −
(∂G
∂T

)
H

= 3NCT 2 +NkB ln 2 cosh
µH

kBT
−NkBT

sinhµH/kBT

coshµH/kBT

µH

kBT 2

= 3NCT 2 +NkB ln 2 cosh
µH

kBT
− NµH

T
tanh

µH

kBT

CH = T
(∂S
∂T

)
H

= 6NCT 2 −NkBT
sinhµH/kBT

coshµH/kBT

µH

kBT 2
+
NµH

T

sinhµH/kBT

coshµH/kBT

+N
(µH)2

kBT 2

[
1− sinh2 µH/kBT

cosh2 µH/kBT

]
= 6NCT 2 +

NkB

cosh2(µH/kBT )

( µH
kBT

)2

dG = −SdT − µ0MdH

µ0M = −
( ∂G
∂H

)
T

= NkBT
sinhµH/kBT

coshµH/kBT

µ

kBT
= Nµ tanhµH/kBT(∂µ0M

∂T

)
H

= −Nµ
2H

kBT 2

1

cosh2 µH/kBT(∂µ0M

∂H

)
T

=
Nµ2

kBT

1

cosh2 µH/kBT

CM = T
(∂S
∂T

)
M

= T
∂(S,M)

∂(T,M)
= T

∂(S,M)

∂(T,H)

∂(T,H)

∂(T,M)

= T
[(∂S
∂T

)
H

(∂M
∂H

)
T
−
( ∂S
∂H

)
T

(∂M
∂T

)
H

]
/
(∂M
∂H

)
T

= CH − T
( ∂S
∂H

)
T

(∂M
∂T

)
H
/
(∂M
∂H

)
T

= CH − µ0T
(∂M
∂T

)
H

2

/
(∂M
∂H

)
T

= CH − T
(Nµ2H/kBT

2)2

Nµ2/kBT

1

cosh2 µH/kBT

= CH −NkB
( µH
kBT

)2 1

cosh2 µH/kBT
= 6NCT 2
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2.

S(T,H = 0) = 3NCT 2 +NkB ln 2

S(T,H =∞) = 3NCT 2

∆Q = T∆S = NkBT ln 2

3.

S(Ti, H =∞) = S(Tf , H = 0)

3NCT 2
i = 3NCT 2

f +NkBTf ln 2

0 =
Tf
Ti

2

+
Tf
Ti

kB
3CTi

ln 2− 1

Tf
Ti

= −kB ln 2

6CTi
+

√
(kB ln 2)2

(6CTi)2
+ 1

Tf = −kB ln 2

6C
+

√
(kB ln 2)2

(6C)2
+ T 2

i



四、 考虑火星上液态水的存在问题。火星上温度在 −140◦C 到 20◦C 之间；平

均大气压为 600 Pa。水的相图如下。

1. 在平均大气压下火星上是否可以有液态水存在？

2. 当水里溶解了一些杂质后，液态水的化学势可近似为

µl(T, p, x) = µ0
l (T, p) +RT ln(1− x)

其中 µ0
l (T, p) 是温度为 T，压强为 p 下纯净水的化学势，x 是溶液中

杂质的总摩尔浓度。假设冰和水蒸汽中都不含杂质，大体画出固定压

强和杂质浓度下冰、水蒸汽、纯净水以及水溶液的化学势随温度的变

化。由此判断液态水的冰点和沸点是如何改变？

3. 假设 x = 0.2，那么在火星的平均大气压下是否可以有液态水（溶

液）存在？如果可以的话，请估计其冰点和沸点。冰–水相变潜热

Lm ' 6× 103J/mol，水–汽相变潜热Lv ' 4× 104 J/mol。

1. 从相图上看，压强为600 Pa 时，水只能处于固体或者气体相，因此在

平均火星大气压下，液态的纯净水不能存在。

2. dµ = −sdT +vdp，因此温度升高时，µ下降。冰、水和蒸汽的摩尔熵

依次增加，因此µ—T的图大体如下。µs 和µl 相交点为冰点，µl 和µv

相交点为沸点。

RT ln(1 − x) < 0，因此溶液的化学势比纯洁水要小。这导致冰点降

低，沸点升高。
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3. 火星平均大气压接近水的三相点压强，取p = pt。

µs(Tt, pt) = µ0
l (Tt, pt) = µv(Tt, pt)

µs(Tm, pt) = µl(Tm, pt, x) = µ0
l (Tm, pt) +RTm ln(1− x)

µs(Tt + ∆Tm, pt) = µ0
l (Tt + ∆Tm, pt) +R(Tt + ∆Tm) ln(1− x)

µs(Tt, pt)− ss∆Tm = µ0
l (Tt, pt)− sl∆Tm +R∆Tm ln(1− x) +RTt ln(1− x)

[sl − ss −R ln(1− x)]∆Tm = RTt ln(1− x)

∆Tm =
RTt ln(1− x)

sl − st −R ln(1− x)
=

RT 2
t ln(1− x)

Lm −RTt ln(1− x)
' −21 K

类似的

∆Tv =
RTt ln(1− x)

sl − sv −R ln(1− x)
=

RT 2
t ln(1− x)

−Lv −RTt ln(1− x)

= − RT 2
t ln(1− x)

Lv +RTt ln(1− x)
= 2 K

因此水可以以溶液形式存在，冰点约为−20◦C，沸点约为2◦C。
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五、 由于量子效应，黑洞可以向外辐射电磁波。一个质量为M 的 Schwarzschild黑

洞（电中性、不旋转）的能量 UBH 和熵 SBH 分别为

UBH = Mc2, SBH = kB
4πG

~c
M2

其中 c, kB, G，和 ~ 分别为光速，Boltzmann 常数，引力常数，和Planck

常数。用如下模型考虑黑洞和电磁波的平衡。一个体积为 V 的盒子里有

一个质量为 M 的 Schwarzschild 黑洞，盒中的辐射和黑洞构成一个孤立系

统。

1. 假设系统温度为 T，忽略黑洞的体积，利用辐射的内能 UR(T, V ) =

u(T )V 以及压强 p = u(T )/3 这两个结果，证明 UR(T, V ) = aV T 4。

其中 u(T ) 为辐射的内能密度，只和温度有关，a 为常数。

2. 黑洞可以吸收、发射辐射，但系统的总能量 Ut = Mtc
2 保持不变，其

中 Mt = M + UR/c
2 为系统（包括黑洞以及辐射）的总质量。求黑洞

质量为 M 时系统的总熵 St。

3. 求达到平衡后黑洞质量 M 和体积 V 的关系。

4. 求系统总质量为 Mt 时，盒中黑洞可以稳定存在的体积 V 范围。

1.

UR = u(T )V = F + TS dF = −SdT − pdV

u =
(∂U
∂V

)
T

=
(∂F
∂V

)
T

+ T
( ∂S
∂V

)
T

= −p+ T
( ∂p
∂T

)
V

= −u
3

+
T

3

du

dT
du

dT
= 4T ⇒ u(T ) = aT 4

UR(T, V ) = aV T 4

2. 辐射的等容热容和熵为

CV =
(∂UR
∂T

)
V

= 4aV T 3

dSR =
(∂SR
∂T

)
V
dT +

(∂SR
∂V

)
T
dV =

CV
T
dT +

( ∂p
∂T

)
V
dV

= 4aV T 2dT +
1

3

du

dT
dV = 4aV T 2dT +

4aT 3

3
dV

= d
[
4aV T 3/3

]
SR(T, V ) = 4aV T 3/3

由此可以得到辐射熵和内能的关系

T = (UR/aV )1/4

SR =
4aV

3
T 3 =

4aV

3

(UR
aV

)3/4

=
4

3
(aV )1/4U

3/4
R
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黑洞质量为M 时，辐射内能UR = (Mt −M)c2，因此辐射熵为

SR =
4

3
(aV )1/4c3/2(Mt −M)3/4

黑洞熵为SB = (4πGkB/~c)M2，因此总熵为

St = SR + SB =
4

3
(aV )1/4c3/2(Mt −M)3/4 + (4πGkB/~c)M2

3. 孤立系统达到平衡时，系统的总熵达到极值，

0 =
( ∂St
∂M

)
MtV

= −(aV )1/4c3/2(Mt −M)−1/4 + (8πGkB/~c)M

(Mt −M)1/4M =
a1/4c3/2~c

8πGkB
V 1/4

(Mt −M)M4 =
ac9~4

(8πGkB)4
V

4. 当系统总熵极大时系统是稳定的，因此

0 ≥ ∂2St
∂M2

= −(aV )1/4c3/2

4
(Mt −M)−5/4 + (8πGkB/~c)

= −1

4

8πGkB
~c

M

Mt −M
+

8πGkB
~c

0 ≥ −1

4

M

Mt −M
+ 1⇒ M

Mt −M
≥ 4⇒M ≥ 4

5
Mt

V ≤ 44

55

(8πGkB)4

a~4c9
M5

t


