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说明与提示： 

1. 共 4 题，每题 25 分，总分 100.  

2. Levi-Civita 全反对称张量满足的恒等式是： .  

3. 海维赛德阶梯函数 的定义是： 

  

它具有重要性质：   

试题正文： 

1. 某一维量子力学粒子在 时刻的状态由波函数 

  

此处 为海维赛德阶梯函数. 

① (5 分)计算归一化常数 . 

② (10 分)分别求出此量子态下粒子位置坐标与动量的平均值.   

③ （10 分）计算位置坐标与动量的不确定度，检验海森堡测不准关系.  

解： 

①  波函数的归一化条件给出： 



 

②  位置与动量的系综平均值分别为： 

③ 因为： 

所以，  

  

二者的乘积确实符合测不准原理的制约： 

  

 

2. 质量为 的一维量子力学粒子在 -势阱中运动： 

   

①  (10 分) 证明此体系可以处于束缚定态，相应的能量本征值与波

函数分别是： 



   

② (5 分) 倘若粒子的能量本征值 ，体系也可以处于如下散射

定态： 

   

③ （5 分） 假设初始时刻粒子处于束缚定态， . 倘

若此时势阱强度参数发生突变 ，但波函数保持不变

（约定 ）. 此时测量粒子能量获得测量值大于零的概率是多

少？ 

④ (5 分) 同③题设，计算势阱强度突变前后体系能量系综平均值的

差值.  

 

解： 

① 定态薛定谔方程表为： 

  

亦即： 

 

处上式表为 . 所以，仅当 时才存

在束缚态： 

  



上式中已经考虑了波函数在 处的连续性. 再计入波函数一阶导

数在 处的跃变， 

  

束缚态可以正常归一化， 

  

所以： 

  

②  倘若 ，则定态薛定谔方程允许存在如下散射态解（假设粒

子从 区域向势阱入射）： 

  

处波函数及其一阶导数满足的衔接条件给出： 

  

所以， 

  

散射态波函数不能正常归一化，故不妨取 . 如此， 

  

③  势阱强度参数发生突变 后，归一化束缚定态变为： 



 

此时的初始量子态 虽然是束缚态，但却不是束缚定态. 

与 的内积为： 

   

此时，测量粒子能量得到测量值大于零的概率为： 

   

④ 势阱强度参数突变前，体系所处的量子态 是束缚定态，故能

量的系综平均值就是本征值 ： 

 

强度参数发生突变后，体系的哈密顿算符表为： 

  

此时能量的系综平均值为： 

二者的差值为： 



 

 

 

3. 一维量子力学简谐振子由哈密顿算符： 

  

描写. 

①  (15 分) 计算对易子 . 利用计算结果证明在任一束缚

定态 下简谐振子动能项与势能项的系综平均值相等. 

②  (10 分) 倘若简谐振子处在量子态 ，

请分别计算简谐振子动能与势能的系综平均值.  

解： 

① 根据量子力学基本对易关系 ， 

  

亦即： 

 

求上式在束缚定态 下的平均值，结论为 . 所以， 

  

②  把谐振子的哈密顿算符改写为： 



  

式中， 

  

与 是占有数算符 本征值升降算符， ， 

. 所以对于量子态 

  

我们有： 

 

所以， 

 

 

 

4. 考虑两个彼此独立的简谐振子哈密顿算符 ， 

  

① （15 分） 利用 与 构造如下线性厄米算符： 

  



请证明它们可以诠释为某量子力学体系的角动量算符，且角动

量平方算符可表为： 

 

式中 .  

② (10 分) 占有数算符 的归一化共同本征态是： 

 

式中 是具有性质 的真空态， 是两个非负整数. 

请证明 也可以诠释为 的共同本征态，求出相应

的本征值并确定相应的角量子数和磁量子数.  

解：  

① 候选角动量算符中涉及 ， ， 和 这四个由

谐振子占有数升降算符构成的二次型： 

  

所以， 

  



     

所以，这些线性厄米算符服从对易关系 ，表明

它们可以诠释为角动量算符的笛卡尔分量算符. 注意到： 

 

我们有： 

 

亦即， 

同理， 

 

综合以上结果，我们有： 



 

②  因为 是占有数算符 和 的共同本征态， 

  

而 

  

所以， 

 

故角量子数与磁量子数分别为 与 .  


