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注意: 本次考试为开卷考试.
试卷共六题,任选五题. 每题均为 20分.

问题 1 考虑以下算子:

• 平移算子 𝑇 (𝑎) ∶ 𝑇 (𝑎)𝜓(𝑥) = 𝜓(𝑥 − 𝑎);

• 空间反射算子: Π𝜓(𝑥) = 𝜓(−𝑥);

• 复共轭算子: 𝖪𝜓(𝑥) = 𝜓∗(𝑥);

• 全同粒子的交换算子: 𝖯12𝜓(𝑥1, 𝑥2) = 𝜓(𝑥2, 𝑥1).

回答下面的问题:

(1) 哪些算子是线性的?

(2) 给出它们的厄密共轭形式 (如果有的话).

问题 2 作一维运动的粒子质量为𝑀 ,能级是离散的,记作 𝐸𝑛,其中 𝑛 = 0, 1, ⋯,本征态记
作 |𝑢𝑛⟩. 定义一个被称为 oscillator strength的量:

𝑓𝑛 = 2𝑀
ℏ2 (𝐸𝑛 − 𝐸0)| ⟨𝑢𝑛|𝑋|𝑢0⟩ |
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(1) 对于一维谐振子,计算∑𝑛 𝑓𝑛.

(2) 对于一般情形下的处于束缚态的一维量子系统,再次计算∑𝑛 𝑓𝑛.
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问题 3 考虑一维谐振子. 本征态记作 |𝑛⟩, 𝑛 = 0, 1, ⋯. 𝑎和 𝑎†分别是降算子和升算子.

(1) 设 𝐹 (𝑋)是位置算子 𝑋 的函数,证明

[𝑎, 𝐹 (𝑋)] = √
ℏ

2𝑚𝜔
d𝐹 (𝑋)
d𝑋 , [𝑎†, 𝐹 (𝑋)] = −√

ℏ
2𝑚𝜔

d𝐹 (𝑋)
d𝑋

(2) 将 𝐹 (𝑋)设为 𝐹 (𝑋) = ei𝑘𝑋 ,证明

⟨𝑛|ei𝑘𝑋|0⟩ ∝ ⟨𝑛 − 1|ei𝑘𝑋|0⟩ ∝ ⋯ ∝ ⟨0|ei𝑘𝑋|0⟩

(3) 计算第 (2)个问题中的比例系数,再给出矩阵元 ⟨0|ei𝑘𝑋|0⟩和 ⟨𝑛|ei𝑘𝑋|0⟩的具体结
果.

(4) 设 𝑡 = 0时谐振子的状态是
|𝜓(0)⟩ = ei𝑘𝑋 |0⟩

计算在该状态中位置和动量的期望值.

(5) 继续上一个问题. 求出 𝑡时刻谐振子的能量测量结果为 𝐸𝑛的几率.

问题 4 质量为𝑀 ,带电量为 𝑞的无自旋粒子被限制在两维平面内运动,受到势能 𝑉 (𝑥, 𝑦)
的影响,

𝑉 (𝑥, 𝑦) = 1
2𝑀𝜔2(𝑥2 + 𝑦2)

在 𝑧方向施加匀强磁场 𝐁. 简单地说,这个模型说的是磁场中的带电谐振子. 问题是,求
出这个量子系统的能级.
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问题 5 向量算子 𝐕 = (𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧)与角动量算子 𝐉的对易关系是

[𝑉𝛼, 𝐽𝛽] = iℏ𝜖𝛼𝛽𝛾𝑉𝛾

其中下标 𝛼, 𝛽 和 𝛾 表示分量 𝑥, 𝑦, 𝑧.

(1) 考虑绕 𝑥轴的旋转变换
𝑈(𝑥, 𝜙) = e−i𝜙𝐽𝑥/ℏ

证明

𝑈 †(𝑥, 𝜙)𝑉𝛼𝑈(𝑥, 𝜙) = ∑
𝛽

𝑅𝛼𝛽𝑉𝛽

其中 𝑅𝛼𝛽 是 ℝ3空间中绕 𝑥轴旋转角度 𝜙的变换矩阵的矩阵元.

(2) 如果旋转角度是 𝜋,证明
e−i𝜋𝐽𝑥/ℏ |𝑗, 𝑚⟩ ∝ |𝑗, −𝑚⟩

这里 |𝑗, 𝑚⟩是 𝐽 2和 𝐽𝑧的共同本征态.

(3) 如果一个电子依次经历如下变换过程:
• 绕 𝑧轴旋转 𝜋;

• 绕 𝑦轴旋转 𝜋;

• 绕 𝑥轴旋转 𝜋.
那么电子的状态发生了怎样的改变?

问题 6 三维转子的转动惯量为 𝐼 ,具有电偶极矩 𝐃. 将转子置于 𝑧方向的匀强电场中,电
场强度的大小记作 ℰ . 将电场对转子的影响视作微扰.

(1) 计算基态能级的修正.

(2) 对于第一激发态,计算出能级的非零修正结果.
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