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若干提示： 

① 全卷共 5 题，每题 20 分. 

② 利用极角 和方位角 ，可以把 方向的单位矢量 在笛卡尔直角坐标系中

表为： 

 

所以在泡利表象中， 

 

③ 球贝塞尔函数具有近似表达式： 

 

④ 几个可能有用的积分公式： 

 

 



 

1. 一个质量为 、能量为 的自由粒子进入到球对称势场 

 

无量纲参数 的取值范围是 以致于 可以视为微扰. 假设 ，

请使用分波法计算散射振幅、微分散射截面和总截面.  

解： 

按照微扰论的零级近似，散射波分波的相移 满足： 

 

因为 ，只需要考虑 的 分波相移对散射振幅的贡献： 

 

所以，散射振幅为： 

 

微分散射截面与总截面分别为： 

 

和 

 

 

2. 忽略电子自旋，设 时刻氢原子处在由波函数 

 

描写的量子态下，这里 是氢原子正交归一的能量本征函数。倘若氢原

子在无观测者干扰的情形下自发地演化到时刻（ ）， 

① 求出氢原子在时刻的波函数 . 

② 体系能量的平均值是多少？ 它是否随时间变化？ 



③ 时刻电子轨道角动量量子数取值为 的概率是多少？ 

④ 倘若观测者在时刻对电子的轨道角动量进行了一次测量，测量值为 

，请问测量完成后体系的量子态由哪个波函数描写？  

 

解： 

①氢原子的能量本征值方程是 

 

所以， 

 

② 态下体系能量的系综平均值为： 

 

它不随时间变化。 

③ 时刻体系轨道角动量量子数取值 的概率为： 

 

④ 测量完成后，体系所处的量子态为    

 

3. 某量子力学体系存在着可观测力学量 与 ， 它们均与体系的哈密顿算符

对易，即有 . 但 与 之间是反对易的， 

 

且 和 均没有零本征值 . 进一步假设体系的量子态空间是一个有限维的

Hilbert 空间. 试证明： 

① 系统的能量本征态必定都是简并的.  



② 力学量算符 和 对应矩阵的迹为零，即有 .  

 

解： 

① 设 是哈密顿算符 与力学量算符 的某个共同本征态， 

   

按题设，  因为 与 ，我们看到： 

 

以及， 

 

前一个方程表明 与 均是哈密顿算符 属于同一本征值 的本征矢量，

后一方程表明 与 是另一力学量算符 属于不同本征值 与 的本征矢

量. 所以， 

 

亦即能量本征值 是简并的. 鉴于 选择上的任意性，我们得知体系的所有

能量本征值均是简并的.  

② 很明显， 

   

因为 与 成对出现，它们分别是力学量算符 属于本征值 与 的归一

化本征矢量， 

 

我们有： 



 
 
 

4. 自旋 的量子力学体系可以处在两种不同的量子态上， 

 

式中 是泡利矩阵 的本征右矢， 

.  

① 假设对这两种自旋态进行同一方向 上的投影测量，测量算符为  . 请

问力学量算符 的本征值和本征态分别是多少？ 当 为何种方向取值时，

两输入态对应的测量值和塌缩几率完全相同？ 

② 现对该系统外加一沿方向 的匀强磁场，对应的哈密顿算符为 

 

式中 是一具有频率量纲的实参数. 请问是否存在某个方向 ，使得动力学演

化下 和 都可以演化到各自的正交态上，即系统幺正演化满足条件 

 

如果存在这样的 ，试给出具体的演化时长 .  

 

解： 

①  因为 ，倘若设 的本征值方程为 ，不难看

到： 

    



所以： 

 
在泡利表象中， 属于本征值 的归一化本征矢量可取为： 

 

属于本征值 的归一化本征矢量可取为： 

 

由此知： 

 

二输入自旋态可分别表达为： 

 

和 

 

在二输入态下测量 获得测量值为 的概率分别为： 

 

和  

 

的条件是： 

 

注意到极角 的定义域是 ，此条件仅在 情形下才能成立（方位角

的取值无限制）.  

② 时间演化算符是： 

 

注意到 ，上式可简化为： 



 

任意的自旋态 要演化到其正交态，必然要保证条件： 

 

厄米算符（例如 ）在任意量子态下的平均值均为实数. 计及这一要素，上面的

条件可重新表为： 

 

以及 

 

对于给定的两个初始自旋态而言，我们有： 

 

与 

 

由此知： 

 

 

所以， 的成立要求极角取值 与方位角取

值 或者  换言之， .  

 
 
 

5. 两全同粒子被置于一宽度为 的无限深势阱中， . 粒子质量为 . 

两粒子间存在一个很弱的等效短程排斥相互作用，                       

                 

此处   

① 如果两粒子为自旋为零的玻色子，忽略粒子间的相互作用，求出此体系



基态和第一激发态的归一化波函数与相应的能量本征值. 

② 计及粒子间的相互作用，精确到微扰论的一级修正，计算上一问中体系

基态与第一激发态的能量本征值. 结果保留到参数 的非零领头阶. 

③ 如果两粒子是一对自旋 费米子，且体系的自旋态处于三重态之一的 

                        

忽略粒子间的相互作用，求出此体系基态归一化波函数与相应的能量本征值. 

④ 计及粒子间的相互作用，精确到微扰论的一级修正，计算上一问中二费

米子体系基态能量本征值. 结果保留到参数 的非零领头阶. 

⑤ 比较以上计算中，费米子与玻色子基态能量一级修正的大小. 然后，请

从基本原理角度论证结果为何如此.  

解： 

① 对于自旋为零的二玻色子构成的体系，其基态波函数为： 

 

体系的基态能量为： 

 

体系第一激发态的波函数为： 

 

体系第一激发态能量为： 

 

② 计及粒子之间微弱的相互作用之后，二全同玻色子体系基态能量的修正为： 

 

而第一激发态能量的修正为： 



 

③ 对于由两个旋量粒子构成的全同费米子体系，其基态波函数的空间因子应关

于二粒子交换反对称： 

 

体系的基态能量为： 

 

④ 计及二粒子之间的相互作用后，二全同费米子体系基态能量的修正为： 

 

⑤ 因为 ，我们看到： 

 

这是因为存在泡利不相容原理，二全同费米子不能占据空间同一位置. 所以，二

费米子之间的短程相互作用对能级的修正并不重要.  


