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一、 有一体积为 2V 的容器，容器被一传热很慢并且可以自由移动的挡板

分成左右两个部分。这两部分均有 N 摩尔理想气体，其温度分别保持

在 TL 和 TR 不变。由于挡板传热很慢，两部分气体内部可以近似处于各

自的平衡态。

1. 求左右两部分气体的压强。

2. 求左右两部分气体的密度（即气体摩尔数/占据体积）。

3. 单位时间里通过挡板从左向右传到的热量为 κ(TL − TR)，求熵产生

率。

pVL = NRTL → VL = NRTL/p pVR = NRTR → VR = NRTR/p

2V = VL + VR = NR(TL + TR)/p

p = NR(TL + TR)/(2V )

ρL = N/VL = p/RTL =
N(TL + TR)

2V TL
ρR =

N(TL + TR)

2V TR

Ṡe =
−Q̇L

TL
+
Q̇R

TR
= κ

(
−TL − TR

TL
+
TL − TR
TR

)
= κ

(TL
TR

+
TR
TL
− 2
)



二、 利用 Debye 模型，一固体的摩尔等容热容CV (T, V ) = C(ΘD/T )，其

中Debye温度ΘD = ΘD(V )只依赖于体积。在温度 T � ΘD时，C ' 3R；

T � ΘD 时，C ' (12π4R/5)(T/ΘD)3。

1. 利用热力学第三定律，求一摩尔该固体的绝对熵 S(T, V )。

2. 求该固体的等容压力系数
(
∂p
∂T

)
V
。

3. 实验发现该固体的等温压缩系数 κT = − 1
V

(
∂V
∂p

)
T
和温度无关，求等

压膨胀系数 α = 1
V

(
∂V
∂T

)
p
对温度的依赖关系。

1.

S(T, V ) = S(0, V ) +

∫ T

0

(∂S
∂T

)
V
dτ

= 0 +

∫ T

0

Cv(τ, V )

τ
dτ

=

∫ T

0

C(ΘD/τ)

τ
dτ

2. ( ∂p
∂T

)
V

=
( ∂S
∂V

)
T

=
( ∂

∂V

)
T

∫ T

0

C(ΘD/τ)

τ
dτ

=

∫ T

0

C ′(ΘD/τ)

τ 2
dΘD

dV
dτ

= − 1

ΘD

dΘD

dV

∫ T

0

C ′(ΘD/τ)d(ΘD/τ)

= − 1

ΘD

dΘD

dV
C(ΘD/T )

= −d ln ΘD

dV
CV (T, V )

3.

α =
1

V

(∂V
∂T

)
p

=
1

V

∂(V, p)

∂(T, p)
=

1

V

∂(V, p)

∂(V, T )

∂(V, T )

∂(T, p)

= − 1

V

( ∂p
∂T

)
V

(∂V
∂p

)
T

= κT

( ∂p
∂T

)
V

= −d ln ΘD

dV
κTCV (T, V )

因为 d ln ΘD/dV 和 κT 与温度无关，因此 α 对温度的依赖关系和热

容相同。即在高温时为常数，低温时和 T 3 成正比。
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三、 在 10 到 500 mK 区间，3He 有液态和固态两个相。由于自旋的贡献，一

摩尔固态 3He 在这个温度区间的熵近似为 R ln 2 ' 0.69 R。液态 3He 的摩

尔等容热容和温度的关系为 CV = RT/T0，其中 T0 ' 300 mK 与体积几乎

无关。液态和固态 3He 的摩尔体积分别是 vl 和 vs；二者可近似为常数，

且 vl > vs。

1. 0 K 时，液态 3He 的熵为零；求温度为 T 时液态 3He 的摩尔熵。

2. 请判断相同温度，压强大时哪个相更稳定，并说明理由。

3. 请定性画出这个区间的相图，并说明理由。

1.

sl = sl(0, vl) +

∫ R

0

( ∂s
∂T

)
V
dT = 0 +

∫ R

0

cV
T
dT

= RT/T0

2. 从稳定性条件，压强增大时体积减小。所以固体相更加稳定。

3.

dp

dT
=
ss − sl
vs − vl

由于 vs − vl < 0，低温下 T < T0 ln 2 '
200 mK 时，固态摩尔熵大于液态摩尔熵，

因此共存线斜率小于零；高温 T > T0 ln 2 '
200 mK 时，液态摩尔熵大于固态摩尔熵，

共存线斜率大于零。又因为，高压下固态

更稳定，因此相图如图。



四、 在有外电场时，某气体的压强可以表示为p = RTρ +
∑

n>1Bnρ
n，其

中 ρ = N/V 是密度，R，N 和 V 分别是理想气体常数，气体的摩尔数和

体积。n 阶维理系数 Bn = Bn(T,E)依赖于温度 T 和外电场 E。【提示：

总电偶极矩 Pd 改变时，系统对外做功的元功表达式为 dW = −EdPd。】

1. 请写出该系统可逆元过程内能改变量的完整表达式。

2. 请证明单位体积的电偶极矩 Pd = Pd/V 只依赖于温度 T，密度 ρ 以

及电场 E。

3. 在该气体密度趋于零时，总电偶极矩为 Pd0 = NPd0，其中 Pd0 =

Pd0(T,E) 只依赖于温度和电场。求状态方程 Pd(T, ρ, E)。

4. 求该气体的电致伸缩系数 1
V

(
∂V
∂E

)
T,p
。

dU = TdS − pdV + EdPd
dF̃ = −SdT − pdV − PddE(∂Pd

∂V

)
N,T,E

=
( ∂p
∂E

)
N,T,V

=
∑
n>1

∂EBnρ
n =

∑
n>1

Nn∂EBn

V n∫ V

∞

(∂Pd
∂V

)
N,T,E

dV =

∫ V

∞

[∑
n>1

Nn∂EBn

V n

]
dV

Pd − Pd0 = −
∑
n>1

Nn(∂EBn)

(n− 1)V n−1

Pd = NPd0 − V
∑
n>1

(∂EBn)

n− 1
ρn

Pd(T,E, ρ) =
Pd
V

= Pd0ρ−
∑
n>1

(∂EBn)

n− 1
ρn

( ∂p
∂V

)
N,T,E

= −NRT
V 2

−
∑
n>1

nNnBn

V n+1
= − 1

V

[
RTρ+

∑
n>1

nBnρ
n
]

1

V

(∂V
∂E

)
N,T,p

=
1

V

∂(V, p)

∂(E, p)
=

1

V

∂(V,E)

∂(E, p)

∂(V, p)

∂(V,E)

= − 1

V

( ∂p
∂E

)
T,V

(∂V
∂p

)
T,E

=
−1

V

( ∂p
∂E

)
T,V

/
( ∂p
∂V

)
T,E

=

∑
n>1(∂EBn)ρn

RTρ+
∑

n>1 nBnρn
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五、 黑洞是广义相对论预言的最奇特的天体，它的引力强大到逃逸速度超

过光速。由于相对论效应，在经典物理里任何物质（包括电磁波）都

无法脱离黑洞视界。因此，黑洞是“黑”的，我们无法直接“看”到它。但

是 Hawking 发现，考虑量子效应后黑洞可以向外辐射电磁波。这种辐射可

以等价为在黑洞视界上的黑体辐射。用如下模型考虑黑洞的 Hawking 辐

射问题：黑洞的宏观性质由其质量 M，角动量 J 和电荷 Q 完全决定。黑

洞热力学基本关系为 dU = TdS + ΩdJ + ΦdQ，其中 Ω 为角速度，Φ 为

静电势。质量为 M、J = 0、Q = 0 的黑洞视界半径 r = 2GM/c2，内

能 U = Mc2，熵 S = kBAc
3/(4G~)，A = 4πr2 是黑洞视界的面积。其

中 c, ~, kB 和 G 分别是光速、约化 Planck 常数、Boltzmann 常数和重力常

数；Stephen—Boltzmann 常数 σ = π2k4B/(60~3c2)。

1. 请写出 J = 0，Q = 0 时的特性函数 S(U, J,Q)。

2. 求质量为 M 的黑洞的温度 T。

3. 由于黑洞温度不为零，在其表面（即黑洞视界）有热辐射。黑洞

的Hawking辐射可以等价为温度为 T 的理想黑体辐射，求Hawking辐

射功率和黑洞质量 M 的关系。

4. 由于辐射，黑洞能量将减小。从质能关系 U = Mc2，这意味着黑洞质

量随时间降低。不考虑其它因素，求该黑洞因为辐射而消失所需要的

时间。

U = Mc2 →M = U/c2

r = 2GM/c2 = 2GU/c4

A = 4πr2 = 4π(2GU/c4)2 =
16πG2U2

c4

S = kBAc
3/(4G~) =

kBc
3

4G~
16πG2U2

c4

=
4πkBG

~c
U2

1

T
=
(∂S
∂U

)
J,Q

=
8πkBG

~c
U =

8πkBG

~c3
M



辐射功率

P = AσT 4 = σ4π
(2GM

c2

)2( ~c3

8πGMkB

)4
=

π2k4B
60~3c2

16πG2M2

c4
~4c12

84π2G4k4BM
4

=
~c6

15360πG2M2

−d(Mc2)

dt
= P =

~c6

15360πG2M2

dM

dt
= − ~c4

15360πG2M2
= −Kev

M2∫ 0

M0

M2dM = −
∫ τev

0

Kevdt

τev =
M3

0

3Kev

=
5120πG2

~c4
M3

0
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