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中 国 科 学 技 术 大 学

2018 年秋季学期期中考试试卷

考试科目: 量子力学 得分:

学生所在系: 姓名: 学号:

2018 年 11 月 14 日

注意: 本次考试为开卷考试.

试卷共六题, 任选其中五题, 每题均为 20 分.

问题 1 设 Cn 空间上的酉变换可以表示为 U = A+ iB, 其中 A 和 B 是厄密矩阵.

1. 证明 A2 + B2 = 1, 并且 [A;B] = 0.

2. 酉变换又可以写为 U = eiH , 其中 H 是厄密矩阵. 分析 H 和 A, B 之间的联系.

问题 2 考虑 Cn 中的纯态 j i. 在力学量 A 的表象中, j i 可以表示为

j i =

nX
i=1

cj j˛j i ; cj = h˛j j i ;

nX
j=1

jcj j
2 = 1

其中 j˛j i 是 A 的本征态, 相应的本征值为 aj .

现在希望通过实验观测确定 j i 的具体形式, 即各个系数 cj . 由于 cj = jcj jei�j , 因此有待确定的实参数
有 2n 个. 但是, 考虑归一化条件, 并且允许整体相位上的差异, 就只需要确定 2n � 2 个实参数. 其中 jcj j

容易得到, 因为
jcj j

2 =测量结果为 aj 的几率

而几率需要无穷多个样本才能体现, 所以, 暂且假设有无穷多个处于相同状态 j i 的量子系统.

显然, 测量力学量 A 无法得到各个幅角 �j 的值, 于是考虑另外一个力学量 B, 当然, A 和 B 是不对易的.

说明如何通过对 A 和 B 的测量确定未知的量子态 j i.

问题 3 在上题中, 假设可以有无穷多个处于相同状态的量子系统, 从操作意义上说, 相当于可以对未知量
子态进行克隆. 为了进行量子态的克隆, 需要两个量子系统. 第一个, 记作 A 系统, 承载着我们希望克隆的
量子态 j i, 它的形式是未知的. 第二个, 记作 B 系统. 我们可以将它的初态制备成某个 j'i. 假设描述 A
系统的 Hilbert 空间 H A 和描述 B 系统的 Hilbert 空间 H B 的维数相同, 它们是同构的.

量子克隆过程应该满足这样的要求: 对于 A 系统任意的 j i 和 B 系统的初态 j'i, 有

j i ˝ j'i
U

�����! j i ˝ j i

其中 U 是 H A ˝H B 上的酉变换.

根据变换的线性性, 证明不可能存在上述过程.
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问题 4 考虑两个双值量子系统 A 和 B 构成的两体系统, 描述它们 Hilbert 空间分别是 H A = C2 和

H B = C2. 在 H A ˝H B 空间中, 可以把两体量子纯态表示为

jΨi = cos˛ j00i + sin˛ j11i

相应的密度矩阵记作 Ψ = jΨihΨj. 考虑 0 < ˛ < �
2
的情形.

1. 说明部分转置后的结果 ΨTA 不是真正的量子态.

2. 对 A 系统测量 �x, 并且对测量结果不作选择. 写出测量后的量子态 �.

3. 对 � 作部分转置 TA, 其结果 �TA 符合密度矩阵的要求吗?

问题 5 量子态 � 的 von Neumann 熵定义为

S(�) = �
X

i

�i log�i

其中 �i 是 � 的本征值.

1. 对处于量子态 � 的量子系统测量力学量 A, 对测量结果不作选择, 测量后的量子态记作 �0. 给出熵
S(�0) 的表达式, 比较 S(�) 和 S(�0) 的大小.

2. 举一个例子说明, 在量子态的一般演化过程中, � �! �0, 熵可以减小, 即 S(�) > S(�0).

问题 6 两个自旋为 1/2 的粒子 A 和 B 组成两体量子系统. 在空间 C2 ˝ C2 中两体系统的初态是

jΨ(0)i =
1

2
j00i +

1

2
j10i +

1
p
2

j11i

让两体系统在如下哈密顿量的支配下随时间演化,

H =
„!1

2
�A

z +
„!2

2
�B

z

1. 写出 t 时刻两体系统的量子态 jΨ(t)i.

2. 计算在 t 时刻的期望值
˝
� A

˛
和

˝
� B

˛
.


