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问问问题题题 1 (Trace distance) 两个量子态, 密度矩阵分别是 𝜌 和 𝜌′. 定义它们的 trace

distance

𝐷(𝜌, 𝜌′) =
1

2
Tr |𝜌− 𝜌′|

其中 |𝐴| ≡
√
𝐴†𝐴.

�对于 C2空间中的量子态,给出 𝐷(𝜌, 𝜌′)的具体形式.

问问问题题题 2 (不不不确确确定定定关关关系系系) 设量子系统的量子态为 𝜌, 观测量 𝐴 的期望值是 ⟨𝐴⟩ =

Tr(𝐴𝜌),方差

(∆𝐴)2 = ⟨𝐴− ⟨𝐴⟩1⟩2 = ⟨𝐴2⟩ − ⟨𝐴⟩2

对于另一个观测量 𝐵,类似地有 (∆𝐵)2. 通常说的不确定关系有如下形式

(∆𝐴)(∆𝐵) >
1

2

⃒⃒
⟨[𝐴,𝐵]⟩

⃒⃒
这种形式的不确定关系依赖于量子态的具体形式,故而存在一些理解上的问题.例

如,如果系统处于 𝐴或 𝐵 的某个本征态 (在有限维空间中这是可能的),那么上述不

等式的两端均为零,于是无法反映这个特定的量子态在测量 𝐴或测量 𝐵 的时候表

现出的不确定性.

现在不妨考虑相加形式的不确定关系,例如

(∆𝐴)2 + (∆𝐵)2 >某个下限 (1)

在 C2空间中,设

𝐴 = 𝑎 · 𝜎, 𝐵 = 𝑏 · 𝜎

其中 𝑎和 𝑏是 R3中的单位向量.

�求出 (1)式中的下限,并且给出达到该下限的时候系统的量子态.
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问问问题题题 3 (几几几何何何相相相) 考虑 C2空间中的量子态 |𝜓⟩,它的密度矩阵形式是 𝜓 = |𝜓⟩⟨𝜓|,可
以用 Bloch向量表示为

𝜓 =
1

2
(1 + 𝑟 · 𝜎), |𝑟| = 1

设想 𝜓经历了这样的酉演化过程 (用 Bloch向量表示):

1. 初始时刻 𝜓0 = 1
2
(1 + 𝜎𝑧),即初始时刻的 Bloch向量是 𝑧 轴上的单位向量,指

向 Bloch球面的北极点 𝑁 .

2. 从 Bloch球面的北极点出发,在 𝑥𝑧 平面内沿经线运动到 𝑥轴上的 𝐴点,此时

量子态是

𝜓𝐴 =
1

2
(1 + 𝜎𝑥)

3. 在 Bloch球面的赤道上运动到 𝑦轴上的 𝐵 点,此时量子态是

𝜓𝐵 =
1

2
(1 + 𝜎𝑦)

4. 从 𝐵 点沿 𝑦𝑧平面中的经线回到出发地北极点 𝑁 . 整个过程如下图所示.
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� 构造适当的哈密顿量,实现这样的演化过程. 当然,在三个不同的演化过程中,

哈密顿量是不同的.

� 计算每一段演化过程中的几何相, 𝛾𝑁𝐴, 𝛾𝐴𝐵, 𝛾𝐵𝑁 .

� 计算整个演化过程中的几何相 𝛾.
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问问问题题题 4 (Partial transpose) 考虑两个双值量子系统 A 和 B 构成的两体系统. 在

C2 ⊗ C2空间中,可以把两体量子纯态表示为

|Ψ⟩ = cos𝛼 |00⟩ + sin𝛼 |11⟩

设 0 < 𝛼 < 𝜋
2
. 考虑在描述子系统 A的空间 C2中作转置变换 (即部分转置).

�部分转置变换的结果不能描述一个真正的量子态.

问问问题题题 5 (No-cloning theorem) 为了进行量子态的克隆, 需要两个量子系统. 第一

个,记作 A系统,承载着我们希望克隆的量子态 |𝜓⟩,它的形式是未知的. 第二个,记

作 B系统.我们可以将它的初态制备成某个 |𝜙⟩. 假设描述 A系统的 Hilbert空间

H 𝐴和描述 B系统的 Hilbert空间H 𝐵 的维数相同,它们是同构的.

量子克隆过程应该满足这样的要求: 对于 A 系统任意的 |𝜓⟩和 B系统的初态 |𝜙⟩,
有

|𝜓⟩ ⊗ |𝜙⟩ 𝑈−−−−→ |𝜓⟩ ⊗ |𝜓⟩

其中 𝑈 是H 𝐴 ⊗ H 𝐵 上的酉变换.

�证明不可能存在上述过程.

问问问题题题 6 两个自旋为 1/2的粒子 A和 B组成两体量子系统.空间 C2 ⊗ C2 的基向量

选择为

|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩

两体系统的初态是

|Ψ(0)⟩ =
1

2
|00⟩ +

1

2
|10⟩ +

1√
2
|11⟩

� 在 𝑡 = 0时刻,测量 A的力学量 𝜎𝐴
𝑧 ,得到结果 +1的几率是多少? 在得到这个

结果的前提下,测量 B的力学量 𝜎𝐵
𝑥 ,会得到什么结果?几率分别是多少?

� 对处于 |Ψ(0)⟩的两体系统,分别测量 A和 B的力学量 𝜎𝐴
𝑧 和 𝜎𝐵

𝑧 ,得到相反结

果的几率是多少?

� 现在,不考虑上述测量过程,而是让两体系统在如下哈密顿量的支配下随时间

演化,

𝐻 =
~𝜔1

2
𝜎𝐴
𝑧 +

~𝜔2

2
𝜎𝐵
𝑧

写出 𝑡时刻两体系统的量子态 |Ψ(𝑡)⟩. 计算在 𝑡时刻的期望值 ⟨𝜎𝐴⟩和 ⟨𝜎𝐵⟩.
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