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得得得 分分分

一、 某系统有 N 个无相互作用的可以分辨的粒子，每个粒子可以处于两个能
级上。这两个能级的能量为 0 和 ε，简并度分别为 1 和 3。

1. 求温度为 T 时体系的内能和熵。

z =
∑
l

ωle
−βεl = 1 + 3e−βε

U = −N ∂ ln z

∂β
=

3Nεe−βε

1 + 3e−βε

S = kB(N ln z + βU) = NkB

[
ln(1 + 3e−βε) +

3βεe−βε

1 + 3e−βε

]
2. 求温度为 T 时体系的热容以及能量的涨落。

C =
∂U

∂T
= 3NkB(βε)2

[
− 3e−2βε

(1 + 3e−βε)2
+

e−βε

1 + 3e−βε

]
= 3NkB

(βε)2e−βε

(1 + 3e−βε)2

(∆E)2 = N
∂2 ln z

∂β2
= CkBT

2
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二、 动量为 p 的第 i 种分子的能量为 εi(p) = εi + p2/2mi，其中 mi 和 εi 分别
是该分子的质量和基态能量。分子之间的相互作用可以忽略。

1. 体积为 V 的容器里有 NA 个 A 分子组成的气体，求温度 T 时体系的
自由能，压强和化学势 µA。

zA =

∫
d3pd3x

h3
e−βεA(p) = V

(2mAπkBT

h2

)3/2

e−βεA

ZA =
zNA
A

NA!

FA = −kBT lnZA = −kBT
[
NA lnV

(2mAπkBT

h2

)3/2

− βεA −NA lnNA +NA

]
= NAεA −NAkBT ln

V

NA

(2mAπkBT

h2

)3/2

−NAkBT

p = −∂F
∂V

=
NAkBT

V

µA =
∂F

∂NA

= εA − kBT ln
V

NA

(2mAπkBT

h2

)3/2

2. 体积为 V 的容器里有 NA 个 A 分子，NB 个 B 分子，NC 个 C 分子
组成的气体，求温度 T 时体系的自由能，压强以及这三种物质的化
学势 µA，µB 和 µC。

Z = ZAZBZC =
zNA
A zNB

B zNC
C

NA!NB!NC !

F = −kBT lnZ = FA + FB + FC

p =
∂F

∂V
=

(NA +NB +NC)kBT

V

µi = εi − kBT ln
V

Ni

(2πmikBT

h2

)3/2

3. 这三种物质可以发生化学反应 A+B → C。达到平衡时，它们的化学
势满足 µA + µB = µC。求平衡时的反应常数 K = NC/(NANB)。

0 = µA + µB − µC
εA + εB − εC

kBT
= ln

NC

NANB

+ lnV
(2πmAmBkBT

mCh2

)3/2

K =
1

V

( h2mC

2πmAmBkBT

)3/2

eβ(εA+εB−εC)
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三、 在某空腔里，光子可以近似看成被约束在二维谐振子势阱中的粒子，其能
量为 ε = ε0 + p2/(2m) + mω2r2/2，其中 ε0 > 0，m 和 ω 分别是空腔中的
光子的有效质量和约束频率。p 和 r 则是二维的动量和位置。

1. 求单个光子的态密度。【提示：每个光子可以有两种偏振态。】

解法一:

D(ε) = 2

∫
δ(ε− ε0 − p2/2m−mω2r2/2)

d2rd2p

h2

= 2
ε− ε0

(~ω)2

解法二: 二维谐振子势的本征能量为

εnx,ny = ε0 + (nx + 1/2)~ω + (ny + 1/2)~ω = ε0 + (nx + ny + 1)~ω

由此，能级为 εn = ε0 + (n+ 1)~ω 时，允许的 nx = 0, 1, · · · , n。考虑
到每个光子具有两种偏振，因此该能级简并度为

ωn = 2(n+ 1) = 2(ε− ε0)/(~ω)

因此态密度为

D(ε) =
ωn
~ω

=
(ε− ε0)

(~ω)2

2. 假设已知光子的化学势为 µ，求总光子数的平均值 N 和温度 T 的关
系。

N =

∫
D(ε)

eβ(ε−µ) − 1
dε =

2

(~ω)2

∫ ∞
ε0

ε− ε0

eβ(ε−µ) − 1
dε

=
2

(~ω)2

∫ ∞
0

ε

eβ(ε+ε0−µ) − 1
dε

3. 空腔中有很多可以吸收和发射光子的染料分子。由于这些染料分子的
存在，平均光子数 N 保存不变，求空腔里光子发生波色—爱因斯坦
凝聚时的温度。

答:发生 BEC 时，µ = ε0

N =
2

(~ω)2

∫ ∞
0

ε

eβε − 1
dε = 2

(kBT
~ω

)2
∫ ∞

0

x

ex − 1
dx

=
π2

3

(kBT
~ω

)2

TC =

√
3N~ω
πkB
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4. 同题 3，求发生凝聚之后的基态上的粒子数 N0 和温度 T 的关系。

答: BEC 后系统的化学势始终为 ε0。因此激发态上的粒子数为

Nex = (π2/3)
(
kBT
~ω

)2

。因此 N0 = N −Nex = N [1− (T/TC)2]。
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四、 一半导体量子点里的电子可以处于两个简并度为 2 的能级上，能级的能量
从低到高为 εv 和 εc。电子之间的相互作用可以忽略不计。

1. 已知化学势为 µ，温度为 T 时，请写出两个能级上平均电子数。

ai =
ωi

eβ(εi−µ) + 1

ac =
2

eβ(εc−µ) + 1

av =
2

eβ(εv−µ) + 1

2. 量子点里有两个电子，求温度为 0K 时，各个能级的电子占据数。

av = 2

ac = 0

3. 保持量子点里的总电子数为 2，当温度变为 T 时，求各个能级的电子
占据数，系统的内能以及热容。

2 = ac + av

2 =
2

eβ(εc−µ) + 1
+

2

eβ(εv−µ) + 1

= 2
eβ(εv−µ) + eβ(εc−µ) + 2

eβ(εv+εc−2µ) + eβ(εv−µ) + eβ(εc−µ) + 1

1 = eβ(εv+εc−2µ)

µ =
εc + εv

2

ac =
2

eβ(εc−µ) + 1
=

2

eβ(εc−εv)/2 + 1

av =
2

eβ(εv−µ) + 1
=

2

e−β(εc−εv)/2 + 1

= 2− ac

U = avεv + acεc = 2εv +
2(εc − εv)

eβ(εc−εv)/2 + 1

C =
∂U

∂T
= kB

(εc − εv
kBT

)2 eβ(εc−εv)/2

[eβ(εc−εv)/2 + 1]2

2015—2016 学年 第二学期 第 5页（共 7 页）



五、 一个系统由三个磁矩组成，体系的哈密顿量可以写成

H = J
∑

1≤i<j≤3

σiσj +H

3∑
i=1

σi，

其中 σi (1 ≤ i ≤ 3) 表示第 i 个磁矩，可能取值为 ±1；J > 0 是磁矩之间
的相互作用的强度；H 是外磁场。

1. 求系统的能量以及磁矩 M =
∑

i σi 与温度 T 的关系。

答:系统有三个磁矩，每个磁矩可能取值为 ±1。因此体系共有8 个可
能的态。

E(+ + +) = 3J + 3H

E(−+ +) = E(+−+) = E(+ +−) = −J +H

E(−−+) = E(−+−) = E(+−−) = −J −H
E(−−−) = 3J − 3H

Z =
∑
{σi=±1}

e−βH = e−β(3J+3H) + e−β(3J−3H) + 3e−β(−J+H) + 3e−β(−J−H)

= 2e−3βJ cosh(3βH) + 6eβJ cosh(βH)

U = −∂ lnZ

∂β
=

6

Z

[
Je−3βJ cosh(3βH)−He−3βJ sinh(3βH)

−JeβJ cosh(βH) +HeβJ sinh(βH)

]
M =

−1

β

(∂ lnZ

∂H

)
β

=
2

Z

[
e−3βJ sinh(3βH) + 3eβJ sinh(βH)

]
2. 求温度和外磁场均为零时系统的熵。

解法一: 温度为零时，体系处于能量最低的能级上。外磁场为零时，
有六个态的能量为 −J，利用 Boltzmann 关系，

S = kB ln 6

解法二: 利用 S = kB(lnZ + βU)，得到相同结果。
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六、 一氧化碳分子转动自由度的能级为 εl = l(l+ 1)kBΘr，简并度为 2l+ 1，其
中 l = 0, 1, 2, · · · 是角动量量子数，kB 是玻尔兹曼常数，Θr = 2.77 K 是其
转动自由度的特征温度。

1. 请写出温度为 T 时的转动自由度的单粒子配分函数。

z =
∑
l

(2l + 1)e−l(l+1)Θr/T

2. 频率为 ν 的入射光可以和角动量量子数为 l 的分子发生拉曼散射，出
射光的频率可以为 ν − (4l + 6)kBΘr/h 或者 ν + [4(l − 2) + 6]kBΘr/h
（当 l ≥ 2 时），h 为普朗克常数。这些出射光的强度和角动
量量子数为 l 的分子数成正比。求出射频率为 ν−(l) = ν − (4l +
6)kBΘr/h 和 ν+(l) = ν + (4l + 6)kBTΘr/h 的光强比例和温度 T 的关
系。

答:角动量为 l 的分子数为

al =
N

z
(2l + 1)e−l(l+1)Θr/T

频率为 ν−(l) 的出射光是是受到角动量为 l 的分子的散射，频率
为 ν+(l)的出射光是是受到角动量为 l+ 2 的分子的散射，因此两个频
率出射光的强度比例为

I[ν−(l)]

I[ν+(l)]
=

al
al+2

=
(2l + 1)e−l(l+1)Θr/T

(2l + 5)e−(l+2)(l+3)Θr/T
=

2l + 1

2l + 5
e(4l+6)Θr/T

3. 求室温下（T = 300 K）光强最大的出射光频率和入射光频率之差。

答:分子数最多的角动量 lmax 满足

0 =
∂al
∂l

=
N

z

[
2e−l(l+1)Θr/T − (2l + 1)2(Θr/T )e−l(l+1)Θr/T

]
lmax =

√
T

2Θr

− 1

2
= 6.86 ' 7

由此，光强最大的出射光和入射光频率差为 ∆ν = −(4lmax +
6)kBΘr/h 或者 ∆ν = (4lmax − 2)kBΘr/h。
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