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试卷共六题,任选其中五题,每题均为 20分.

问问问题题题 1 (Sakurai书书书第第第一一一章章章习习习题题题 23) 将 C3 空间的基向量记作 |1⟩, |2⟩, |3⟩. 两个厄密
矩阵 𝐴和 𝐵 在这组基上表示为

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎 0 0

0 −𝑎 0

0 0 −𝑎

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏 0 0

0 0 −𝑖𝑏
0 𝑖𝑏 0

⎞⎟⎟⎠
其中 𝑎和 𝑏为实数.

� 显然 𝐴有简并的本征值, 𝐵 也有简并情况么?

� 证明 [𝐴,𝐵] = 0.

� 找到一组新的基向量,使得在这组基上 𝐴和 𝐵 都是对角的.

问问问题题题 2 (Trace distance) 两个量子态, 密度矩阵分别是 𝜌 和 𝜌′. 定义它们的 trace

distance

𝐷(𝜌, 𝜌′) =
1

2
Tr |𝜌− 𝜌′|

其中 |𝐴| ≡
√
𝐴†𝐴. 对于 C2空间中的量子态,给出 𝐷(𝜌, 𝜌′)的具体形式.

问问问题题题 3 (最最最短短短演演演化化化时时时间间间) 考虑自旋 1/2粒子的量子态 𝜓 = |𝜓⟩⟨𝜓|,设

|𝜓⟩ =

⎛⎝cos 𝜃
2

sin 𝜃
2

⎞⎠
我们希望让 𝜓经历酉演化过程变换到另一个量子态 𝜓′ = |𝜓′⟩⟨𝜓′|,

|𝜓′⟩ =

⎛⎝𝑒−𝑖𝜑
2 cos 𝜃

2

𝑒𝑖
𝜑
2 sin 𝜃

2

⎞⎠
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从实验上说,需要设定适当的磁场和演化时间来实现这个过程. 假设磁场的强度是

给定的,但是磁场的指向可以随意选择.粒子的哈密顿量可以表示为

𝐻 = 𝜔𝜎𝑛, 𝜎𝑛 = 𝜎 · 𝑛

其中 𝜔是定值, 𝑛是 R3中的单位向量,代表磁场的指向.

� 找到最佳的 𝑛,使得从 𝜓到 𝜓′的演化时间最短.

如果你觉得写出 𝑛具体的数学表示很麻烦,也可以用语言给出明确无误的描

述.

问问问题题题 4 (几几几何何何相相相) 考虑 C2空间中的量子态 |𝜓⟩,它的密度矩阵形式是 𝜓 = |𝜓⟩⟨𝜓|,可
以用 Bloch向量表示为

𝜓 =
1

2
(1 + 𝑟 · 𝜎), |𝑟| = 1

设想 𝜓经历了这样的酉演化过程 (用 Bloch向量表示):

1. 初始时刻 𝜓0 = 1
2
(1 + 𝜎𝑧),即初始时刻的 Bloch向量是 𝑧 轴上的单位向量,指

向 Bloch球面的北极点 𝑁 .

2. 从 Bloch球面的北极点出发,在 𝑥𝑧 平面内沿经线运动到 𝑥轴上的 𝐴点,此时

量子态是

𝜓𝐴 =
1

2
(1 + 𝜎𝑥)

3. 在 Bloch球面的赤道上运动到 𝑦轴上的 𝐵 点,此时量子态是

𝜓𝐵 =
1

2
(1 + 𝜎𝑦)

4. 从 𝐵 点沿 𝑦𝑧平面中的经线回到出发地北极点 𝑁 . 整个过程如下图所示.
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� 构造适当的哈密顿量,实现这样的演化过程. 当然,在三个不同的演化过程中,

哈密顿量是不同的.

� 计算每一段演化过程中的几何相, 𝛾𝑁𝐴, 𝛾𝐴𝐵, 𝛾𝐵𝑁 .

� 计算整个演化过程中的几何相 𝛾.

问问问题题题 5 (MZ干干干涉涉涉仪仪仪) 我们讨论过纯态情形下的MZ干涉仪. 如果双值量子态系统

处于混合态 𝜌,那么输入态是 |𝐻⟩⟨𝐻| ⊗ 𝜌,其中 |𝐻⟩表示水平方向上的空间路径,如

图所示.
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图中的 𝑈 和 𝑉 都是针对双值量子系统的量子态的酉变换, 𝑈, 𝑉 ∈ U(2). 课堂中讨

论的情形是 𝑉 = 𝑒ı𝜒.

� 计算在探测器 𝐷0上探测到粒子的几率 𝑝0.
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问问问题题题 6 (Dirac-Kirkwood分分分布布布) 考虑某个量子系统,它的状态用 C𝑁 中的密度矩阵

𝜌来描述. 该量子系统有两个力学量 𝐴和 𝐵,假定它们都是非简并的,本征分解形式

是

𝐴 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 |𝛼𝑗⟩⟨𝛼𝑗| , 𝐵 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 |𝛽𝑘⟩⟨𝛽𝑘|

考虑相继测量,先测量 𝐴,后测量 𝐵,它们是一个测量序列中的两次测量. 事件 “先

得到结果 𝑎𝑗 ,然后得到结果 𝑏𝑘”的几率可以表示为

𝑝(𝑎𝑗, 𝑏𝑘) = 𝑝(𝑎𝑗)𝑝(𝑏𝑘|𝑎𝑗) (1)

其中 𝑝(𝑎𝑗) 是测量 𝐴 得到结果 𝑎𝑗 的几率, 𝑝(𝑎𝑗) = ⟨𝛼𝑗|𝜌|𝛼𝑗⟩; 𝑝(𝑏𝑘|𝑎𝑗) 是条件几
率, 在得到结果 𝑎𝑗 的前提下继续测量 𝐵 并得到结果 𝑏𝑘 的几率, 显然, 𝑝(𝑏𝑘|𝑎𝑗) =

| ⟨𝛼𝑗|𝛽𝑘⟩ |2.

另一方面,我们还可以把联合几率 𝑝(𝑎𝑗, 𝑏𝑘)可以写为

𝑝(𝑎𝑗, 𝑏𝑘) = Tr(Π𝐵
𝑘 Π𝐴

𝑗 𝜌Π𝐴
𝑗 Π𝐵

𝑘 ) = Tr(𝜌Π𝐴
𝑗 Π𝐵

𝑘 Π𝐴
𝑗 ) (2)

其中 Π𝐴
𝑗 = |𝛼𝑗⟩⟨𝛼𝑗|, Π𝐵

𝑘 = |𝛽𝑘⟩⟨𝛽𝑘|是投影算子.

� 证明联合几率的两个表达式 (1)和 (2)是相等的.

上面的 𝑝(𝑎𝑗, 𝑏𝑘)是我们熟悉的形式. Dirac和 Kirkwood (DK)又定义了另一种形式

的 “几率”,记作 𝑞(𝑎𝑗, 𝑏𝑘),

𝑞(𝑎𝑗, 𝑏𝑘) = Tr(𝜌Π𝐴
𝑗 Π𝐵

𝑘 ) (3)

由于 Π𝐴
𝑗 Π𝐵

𝑘 不是厄密算子 (除非 𝐴和 𝐵 彼此对易),一般情况下, 𝑞(𝑎𝑗, 𝑏𝑘)可能是一

个复数,因而不是通常意义上的几率.虽然如此,我们还是保留 “几率”这个称呼. 近

年来对 DK几率有了进一步的研究并揭示了新的意义.

我们关注的问题是,用 DK几率表示密度矩阵. 如果选择 𝐵 表象,密度矩阵的矩阵

元是 ⟨𝛽𝑚|𝜌|𝛽𝑛⟩,这是我们熟悉的. 现在希望看到密度矩阵的矩阵元与 DK几率之间

的联系.

� 用 𝑞(𝑎𝑗, 𝑏𝑘)表示 ⟨𝛽𝑚|𝜌|𝛽𝑛⟩.

4


