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试卷共六题,任选其中五题,每题均为 20分.

问问问题题题 1 设 𝐴和 𝐵 是 Hilbert空间 H 上的两个算子或矩阵. 证明: 如果对于所有

|𝜓⟩ ∈ H ,始终有 ⟨𝜓|𝐴|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝐵|𝜓⟩,那么 𝐴 = 𝐵.

问问问题题题 2 两个自旋为 1/2的粒子 A和 B组成两体量子系统.空间 C2 ⊗ C2 的基向量

选择为

|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |1⟩

这里略去了直积符号,例如, |00⟩ = |0⟩ ⊗ |0⟩. 而 |0⟩和 |1⟩分别对应于 𝜎𝑧 的本征值

+1和 −1. 两体系统的初态是

|Ψ(0)⟩ =
1

2
|00⟩ +

1

2
|10⟩ +

1√
2
|11⟩

� 在 𝑡 = 0时刻,测量 A的力学量 𝜎𝐴
𝑧 ,得到结果 +1的几率是多少? 在得到这个

结果的前提下,测量 B的力学量 𝜎𝐵
𝑥 ,会得到什么结果?几率分别是多少?

� 对处于 |Ψ(0)⟩的两体系统,分别测量 A和 B的力学量 𝜎𝐴
𝑧 和 𝜎𝐵

𝑧 ,得到相反结

果的几率是多少?

� 现在,不考虑上述测量过程,而是让两体系统在如下哈密顿量的支配下随时间

演化,

𝐻 =
~𝜔1

2
𝜎𝐴
𝑧 +

~𝜔2

2
𝜎𝐵
𝑧

写出 𝑡时刻两体系统的量子态 |Ψ(𝑡)⟩. 计算在 𝑡时刻的期望值 ⟨𝜎𝐴⟩和 ⟨𝜎𝐵⟩.
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问问问题题题 3 我们知道,条件几率是这样的: 在事件 𝐴出现的前提下,事件 B出现的几率

是

𝑝(𝐵|𝐴) =
𝑝(𝐴,𝐵)

𝑝(𝐴)

其中 𝑝(𝐴)是事件 𝐴出现的几率, 𝑝(𝐴,𝐵)是两个事件都出现的联合几率.而我们可

以在条件项里再多加一个事件 𝐶,于是前提条件变为 “事件 𝐴和事件 𝐶 都出现”,

在这种情况下,出现事件 𝐵 的几率是

𝑝(𝐵|𝐴,𝐶) =
𝑝(𝐴,𝐵|𝐶)

𝑝(𝐴|𝐶)

现在考虑对自旋 1/2粒子的测量过程. 首先制备一个 C2上的量子态

|𝜓⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩

这里设 𝛼和 𝛽 为实数,且 𝛼2 + 𝛽2 = 1.

然后依次对 |𝜓⟩ 进行三次不同的测量: 在 𝑡1 时刻测量 𝜎𝑧, 在 𝑡2 时刻测量 𝜎𝑛 =

𝜎𝑥 sin 𝜃 + 𝜎𝑧 cos 𝜃,在 𝑡3时刻测量 𝜎𝑥. 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3.

有如下三个事件:

𝐶: 在第一次测量中,观测 𝜎𝑧 得到结果 +1.

𝐵: 在第二次测量中,观测 𝜎𝑛得到结果 +1.

𝐴: 在第三次测量中,观测 𝜎𝑥得到结果 +1.

� 考虑这样的条件: “第一次和第三次测量的结果都是 +1”,在此条件下,计算第

二次测量的结果是 +1的几率,即

𝑝(𝐵|𝐶,𝐴)

� 是否存在这样的量子态 |??⟩ ∈ C2,对某个力学量进行观测,可以得到上述几

率?

问问问题题题 4 (No-cloning theorem) 为了进行量子态的克隆, 需要两个量子系统. 第一

个,记作 A系统,承载着我们希望克隆的量子态 |𝜓⟩,它的形式是未知的. 第二个,记

作 B系统.我们可以将它的初态制备成某个 |𝜙⟩. 假设描述 A系统的 Hilbert空间

H 𝐴和描述 B系统的 Hilbert空间H 𝐵 的维数相同,它们是同构的.

量子克隆过程应该满足这样的要求: 对于 A 系统任意的 |𝜓⟩和 B系统的初态 |𝜙⟩,
有

|𝜓⟩ ⊗ |𝜙⟩ 𝑈−−−−→ |𝜓⟩ ⊗ |𝜓⟩

其中 𝑈 是H 𝐴 ⊗ H 𝐵 上的酉变换.

� 证明不可能存在上述过程.
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问问问题题题 5 设 𝜌1和 𝜌2分别是两个 Hilbert空间H 𝐴 = C𝑛和H 𝐵 = C𝑛中的量子态的

密度矩阵. 我们来构造一个直和空间H = H 𝐴 ⊕ H 𝐵 上的密度矩阵

𝜌 =

⎛⎝1
2
𝜌1 𝑋

𝑋† 1
2
𝜌2

⎞⎠
其中 𝑋 是 𝑛× 𝑛的矩阵,添加因子 1

2
是为了满足条件 Tr(𝜌) = 1. 但是,密度矩阵应

该是半正定的,即 𝜌 > 0. 为了满足这个条件, 𝑋 不能是任意的.

现在我们考虑一个简单的情形,设 𝜌2是最大混合态,即 𝜌2 = 1

𝑛
.

� 证明如下形式的 𝜌是半正定的.

𝜌 =

⎛⎝ 1
2
𝜌1

1
2
√
𝑛

√
𝜌1𝑈

1
2
√
𝑛
𝑈 †√𝜌1 1

2𝑛
1

⎞⎠
其中的 𝑈 是 C𝑛上的酉变换.而

√
𝜌1可以这么理解: 因为 𝜌1 > 0,它的本征值是非负

的,记作 𝜆𝑗 . 𝜌1 的对角形式记作 Λ = 𝑉 𝜌1𝑉
† = diag(𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑛),其中 𝑉 是使得

𝜌1 对角化的 C𝑛 上的酉变换,容易写出
√

Λ = diag(
√
𝜆1,

√
𝜆2, · · · ,

√
𝜆𝑛),于是

√
𝜌1

可以表示为
√
𝜌1 = 𝑉 †

√
Λ𝑉 .

问问问题题题 6 (MZ干干干涉涉涉仪仪仪) 考虑双值量子系统经过MZ干涉仪的过程. 其中的分束器都

是 50 : 50类型的,也就是我们说的 Hadamard变换.

|HñÄ|�ñ

BS1BS1

BS2

Mirror

Mirror

D0

D1

|Hñ

|Vñ

|HñÄ|�ñ

BS1BS1

BS2

Mirror

Mirror

D0

D1

|Hñ

|Vñ

|HñÄ|�ñ

BS1BS1

BS2

Mirror

Mirror

D0

D1

|Hñ

|Vñ

� 计算在上图描述的三个不同的过程中,探测器 D0和 D1观测到粒子的几率.

– 左图,类似于我们课堂上讨论过的情形,并且在干涉仪内部的两条路径

没有任何对系统的变换.

– 中图,移去了第二个分束器 BS2.

– 右图,保留了第二个分束器,但是,在上方路径上设置了挡板,使粒子不能

穿过.
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