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1. 质量为𝑚的粒子被限制在宽度为 𝑎的一维无限深势阱中. 开始的时候粒子处于状态 |𝜓(0)⟩,
在位置空间中用波函数表示为 𝜓(𝑥, 0) = 𝐴

[︀
𝜓1(𝑥) + 2𝑖 𝜓2(𝑥)

]︀
, 其中 𝐴是归一化常数, 𝜓1(𝑥)和

𝜓2(𝑥)分别为基态和第一激发态的波函数. 求粒子以后回到初始时刻的位置几率分布的最早时间.

注: 是回到初始的位置几率分布,而不是回到初态.

2. 一维运动的Hamilton量为𝐻 = 𝑃 2

2𝑚 +𝑉 (𝑋). 将𝐻 的本征态记作 |𝜙𝑛⟩,即𝐻|𝜙𝑛⟩ = 𝐸𝑛|𝜙𝑛⟩.
1. 证明如下关系:

⟨𝜙𝑛|𝑃 |𝜙𝑛′⟩ = 𝛼⟨𝜙𝑛|𝑋|𝜙𝑛′⟩,

其中 𝛼是某个依赖于能级差 𝐸𝑛′ − 𝐸𝑛 的数. 求出 𝛼.

2. 进一步证明如下结果:∑︁
𝑛′

(𝐸𝑛 − 𝐸𝑛′)2
⃒⃒
⟨𝜙𝑛|𝑋|𝜙𝑛′⟩

⃒⃒2
=

~2

𝑚2

⃒⃒
⟨𝜙𝑛|𝑃 2|𝜙𝑛⟩

⃒⃒
.

3. 设两个自旋为 1/2的粒子组成的系统的 Hamilton量为

𝐻 = 𝐴(𝑆(1)
𝑧 + 𝑆(2)

𝑧 ) +𝐵𝑆(1) · 𝑆(2),

其中 𝐴,𝐵 为常数, 𝑆 表示粒子的自旋角动量, 𝑆𝑧 是 𝑧方向上的分量. 上标表示第一个和第二个粒

子. 求出这个两体系统的所有能级.

4. 某个量子体系的态可以在有限维的 Hilbert空间中描述. 考虑该体系的某一个力学量 𝐻 (不

妨认为𝐻 就是体系的Hamilton量). 𝐻 的本征态记作 |𝑚⟩,于是 {|𝑚⟩}形成一组正交归一的离散
的基向量. 设某个算子可以表示为,

𝐵(𝑚,𝑛) = |𝑚⟩⟨𝑛|.

1. 计算 𝐵(𝑚,𝑛)的厄密共轭 𝐵†(𝑚,𝑛).

2. 计算对易子 [𝐻,𝐵(𝑚,𝑛)].

3. 证明如下关系

𝐵(𝑚,𝑛)𝐵†(𝑝, 𝑞) = 𝛿𝑛,𝑞𝐵(𝑚, 𝑝).
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4. 计算 Tr[𝐵(𝑚,𝑛)],即算子 𝐵(𝑚,𝑛)的迹.

5. 设 𝐴是另一个算子,其矩阵元为 𝐴𝑚𝑛 = ⟨𝑚|𝐴|𝑛⟩,证明

𝐴 =
∑︁
𝑚,𝑛

𝐴𝑚,𝑛𝐵(𝑚,𝑛).

6. 证明 𝐴𝑝𝑞 = Tr[𝐴𝐵†(𝑝, 𝑞)].

5. 一个两能级系统初态设为 |𝜓⟩ = 𝑎|0⟩ + 𝑏|1⟩, 其中 |0⟩ 和 |1⟩ 是 𝜎𝑧 的本征态, 相应的本征

值分别为 +1和 −1. 如果对这个系统进行测量,被测力学量为 𝜎𝑧 ,而且对测量结果不作任何选

择, 那么测量后的状态是 𝜌 = |𝑎|2|0⟩⟨0| + |𝑏|2|1⟩⟨1|, 这是一个混和态. 测量后的态 𝜌 可以写为

𝜌 = Π0|𝜓⟩⟨𝜓|Π†
0 + Π1|𝜓⟩⟨𝜓|Π†

1,其中 Π0 = |0⟩⟨0|和 Π = |1⟩⟨1|是投影算子.

现在,设想系统经历的如下形式的变化过程

|𝜓⟩⟨𝜓| −→ 𝜌(𝑡) = 𝐾1|𝜓⟩⟨𝜓|𝐾†
1 +𝐾2|𝜓⟩⟨𝜓|𝐾†

2 ,

其中𝐾1 = diag(𝛾, 1), 𝐾2 = diag(
√︀

1 − 𝛾2, 0)均为对角矩阵,且 𝛾 = 𝑒−Γ𝑡, Γ > 0. 显然,当 𝑡→ ∞
时,上述过程相当于对结果不作选择的理想测量过程.

问题是: 用几何图像描述 𝜌(𝑡)的变化,即 𝜌(𝑡)的 Bloch向量 𝑟(𝑡)如何随时间变化?

6. 在这个问题中,我们要建立自旋为 1的粒子的量子态的几何图像.

自旋 1的粒子的三个自旋角动量可以表示为 (这里令 ~ = 1),

𝑆𝑥 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0

0 0 −𝑖
0 𝑖 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑆𝑦 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 𝑖

0 0 0

−𝑖 0 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑆𝑧 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑖 0

𝑖 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠
在某个方向 𝑢上的分量写作 𝑆𝑢 = 𝑆 · 𝑢 = 𝑢𝑥𝑆𝑥 + 𝑢𝑦𝑆𝑦 + 𝑢𝑧𝑆𝑧 . 𝑢是三维实空间 (R3)中的单位

向量. 现在,选择如下形式的 R3的基向量

𝑙 = (sin 𝜃 cos𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos 𝜃)

𝑚 = (− cos 𝜃 cos𝜙, − cos 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃)

𝑛 = (sin𝜙, − cos𝜙, 0)

这和我们常用的形式有些不同,但无关紧要.

1. 给出 𝑆ℓ = 𝑆 · ℓ的形式.

2. 计算 𝑆ℓ 的本征值和本征向量.

3. 用 ℓ, 𝑚和 𝑛表示 𝑆ℓ的本征向量.

关注本征值 0对应的本征向量,可以看到形象的几何描述.
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